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5. Dynamik starrer ausgedehnter Korper

Literatur:
Demtroder, Ex-Physik-1

Tabelle 5.2. Vergleich entsprechender GroBen bei Translation

und Rotation

Translation Rotation

Lénge L

Masse m
Geschwindigkeit v
Impuls p=m-v

Kraft F

2

Riickstellkraft
F=-Dx

Schwingungsdauer
einer linearen Schwingung

T =2m+/m/D

Winkel ¢
Tragheitsmoment /
Winkelgeschwindigkeit @
Drehimpuls L =/ - ®

Drehmoment D =r x F

_dr
T odr
1

Erot = 50)2
Riickstell-Drehmoment
D=-D,- %4
Schwingungsdauer
einer Torsionsschwingung
T =2n/1/D;

5.7 Rotation um freie Achsen;
Kreiselbewegungen

Bisher haben wir nur die Rotation eines starren Korpers
um eine raumfeste Achse behandelt. Selbst bei dem die
schiefe Ebene herabrollenden Zylinder blieb die Rich-
tung der Rotationsachse konstant, wenn sie auch selbst
eine Translationsbewegung machte.

In diesem Abschnitt wollen wir uns dem kompli-
zierteren Problem zuwenden, welche Bewegungen ein
starrer Korper sowohl ohne dullere Krifte als auch un-
ter dem Einfluss von Drehmomenten ausfiihrt, wenn
er nicht durch eine festgehaltene Achse in seinen
Freiheitsgraden eingeschriankt wird. Man nennt einen
solchen um ,.freie Achsen* rotierenden starren Korper
einen Kreisel.

Die Translation des Schwerpunktes ldsst sich im-
mer separat behandeln. Man kann z. B. die Bewegung
des Korpers im Schwerpunktsystem beschreiben, in
dem der Schwerpunkt ruht, sodass wir uns nur um die
Rotation um den Schwerpunkt zu kiimmern brauchen.
Wir werden sehen, dass bei der Rotation eines Kor-
pers um sogenannte freie Achsen die Rotationsachse
selbst ihre Richtung im Raum im Laufe der Zeit dndern
kann, sodass die Bewegung eines beliebigen Punktes
des starren Korpers im Allgemeinen eine komplizierte
Bahnkurve durchliuft.

Um die Kreisbewegung um zeitlich sich &n-
dernde Rotationsrichtungen quantitativ beschreiben
zu konnen, wollen wir zuerst die Abhingigkeit des
Tréagheitsmomentes von der Richtung der Rotations-
achse (die immer durch den Schwerpunkt gehen soll)
untersuchen.

5.7.1 Tragheitstensor und Tréigheitsellipsoid

Wenn ein starrer Korper mit der Winkelgeschwin-
digkeit @ um eine beliebige Achse durch seinen
Schwerpunkt S rotiert (Abb.5.21), so hat ein Mas-
senelement Am;, das sich mit der Geschwindigkeit
v; = @ X r; bewegt, den Drehimpuls

L = Am; (r; xv;) = Am; (r; X (w xr;)) (5.33a)

Dies lidsst sich mit Hilfe der Vektorrelation (sieche
Anhang A.1.5.4)

Ax(BxC)=(A-C)B—(A-B)C


simonis
Textfeld
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Demtröder, Ex-Physik-1



5.7. Rotation um freie Achsen; Kreiselbewegungen

Abb.5.21. Rotation
eines Korpers um ei-
ne beliebige Achse
durch den Schwer-
punkt

umformen in

Li=Am; [(r} @) — (ri-@)ri] . (5.33b)

Den Gesamtdrehimpuls L des Korpers erhilt man
durch Integration iiber alle Massenelemente

L=/(r2w—(r-w)r) dm . (5.34a)

Diese Vektorgleichung entspricht den drei Komponen-
tengleichungen:

L,=1I,w:+ Ixywy + 0,
Ly = Iyxa)x + Iyy(l)y + I}zwz

L, =1 0w+ Loy, + I;0,, (5.34b)

wobei die Koeffizienten /;; Abkiirzungen fiir folgende
Ausdriicke sind:

Iy, = / (r2 —yz) dm
Iy, =1,y=— / yz dm
I, = / (r*—2%) dm
I, =1,=— / xz dm . (5.35a)
Man priift (5.34b) leicht nach, indem man in (5.34a) die

Relationen > = x>+ y? 4+ 72 und r - @ = xw, + ywy +
zZw, einsetzt und (5.35a) verwendet.

Man kann die GroéBen [;; in Form einer Matrix
- Ixx Ixy Ixz
I'=|1y Iy Iy

sz Izy Izz

(5.35b)

zusammenfassen und dadurch (5.34b) in vektorieller
Form schreiben als

LX IXX Ixy IXZ a)x
Ly|=|1x Ly I | || (5.34c¢)
L, Iy Izy I, w;
was oft auch abgekiirzt als
L=1 (5.34d)

geschrieben wird. Mathematisch ist T ein Tensor 2. Stu-
fe, der Trigheitstensor heiflit. Die Diagonalelemente /
geben die Trigheitsmomente des Korpers bei Rotation
um die Koordinatenachsen (Nullpunkt in S) an. So ist
z.B. wegen dm = o dV

Ixngf(rz—xz) dV:g/(y2+z2) dv

das Triagheitsmoment eines homogenen Korpers bei
Rotation um die x-Achse.

Um uns den Trégheitstensor anschaulich zu ma-
chen, wollen wir zuerst die Rotationsenergie bei
Rotation um eine beliebige Drehachse @ berechnen:
Fiir ein Massenelement Am; gilt (Abb.5.21):

%Amivf = %Am,- (@ xr;) (@ xF;)

L Ami[0’r] — (@-1)?],

wobei die rechte Seite aus der Vektorrelation (A x B) -
(A x B) = A’B*> — (A - B)? folgt. Die riumliche Inte-
gration ergibt die Rotationsenergie des ganzen Kor-
pers:

2
Ermzw—/rz dm—l/(a)-r)2 dm
2 2
w2+w2+a)2
— X 2)7 4 /(x2+y2+Z2) dm
1
_E/[a)xx—i—a)yy—i-a)zz]z dm

1
= 5 [wilxx +a)§lyy +a)§lzz]

+wywy Iy + o0 1 +oyo 1, (5.36)
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5. Dynamik starrer ausgedehnter Korper

wobei die Definitionen (5.35b) verwendet wurden. In
Tensornotation kann (5.36) auch in der Form

Emlz%wTJ-w

geschrieben werden, was ausgeschrieben

Ixx Ixy Ixz Wy
Ei = %(wxwywz) Iyx Iyy Iyz wy
I, Izy I, (273

bedeutet

Man sieht, dass bei beliebiger Drehachse @ alle
Elemente des Triagheitstensors zur Rotationsener-
gie beitragen.

Bildet die Drehachse @ die Winkel «, B, y mit den
drei Koordinatenachsen, so gilt:

Wy =wcosa, wy,=wcosf, w,=wcosy.

Schreibt man die Rotationsenergie wie in Glei-
chung (5.16) als

1 2
E. = EICU s

so ergibt ein Vergleich mit (5.36) fiir das skalare
Tragheitsmoment / bei Rotation um die Achse @

I = cos’a I +cos’f I, + coszy I,
+2cosacos B Iy, +2cosacosy Iy,

+2cosBcosy I, . (5.37a)

Fiihren wir einen Vektor R in Richtung der Drehachse
® ein mit den Komponenten: x = Rcosa, y = Rcos 3,
z = Rcos Yy, so ldsst sich (5.37a) schreiben als:

RI = x* Ly + Y1, + 271,

+2xyly +2xz21; + 2yz1,; . (5.37b)

Dies ist eine quadratische Gleichung in x, y, z mit kon-
stanten Koeffizienten 7;;. Alle Raumpunkte (x, y, z) fiir
die R>I = k = const gilt, liegen auf einem Ellipsoid, da
(5.37b) fiir R*I = const die Gleichung eines Ellipso-
ids mit beliebigen, von den [;; abhéngigen Richtungen
der Ellipsoidachsen darstellt. Da 7 o< M - RIZn ist, hat die
Konstante k = MRﬁ1 die Dimension: [k] =kg- m?*. Thr
Wert hingt von der Masse M des Korpers und von sei-
ner Massenverteilung relativ zum Schwerpunkt ab, was
durch einen mittleren Abstand Ry, angegeben wird.

Az Abb. 5.22.
Trigheitsellipsoid

<V

R I (o) = k/R?

el

Das Trigheitsmoment I,, = k/R? bei Rotation um
eine beliebige Achse w = {wy, wy, w_} ist dann propor-
tional zum reziproken Quadrat 1/R? der Entfernung
vom Mittelpunkt des Ellipsoids bis zur Ellipsoidfla-
che in der Richtung von w. In diesem Sinne sagt man:
Der skalare Wert I des Triagheitsmoments als Funktion
der Raumrichtung («, B, y) der Drehachse w bildet ein
Trigheitsellipsoid (Abb.5.22).

5.7.2 Haupttrigheitsmomente

Fiihrt man jetzt ein Koordinatensystem (&, n, {) ein,
das von drei orthogonalen Vektoren &, n und ¢ auf-
gespannt wird, die in die drei Hauptachsen a, b, ¢ des
Trégheitsellipsoids fallen (Abb. 5.23) und deren Linge
durch Division mit /k normiert werden, so wird in die-
sem Koordinatensystem die Ellipsoidgleichung (5.37)
mit R*/ =1

EL+n* L+ =1. (5.38)

Alle Nichtdiagonalglieder I;; (i # k) werden in diesem
,Hauptachsensystem® Null und der Trégheitstensor hat

A? a=¢

Abb.5.23. Zur Defi-
nition der Haupttrig-
heitsachsen
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Diagonalform
I, 0 0
I=(01 0 (5.39)
0 0 I

Mathematisch lédsst sich eine solche Hauptachsen-
transformation durch Diagonalisierung der entspre-
chenden Matrix [;; durchfiihren [5.2]. Die Haupttrig-
heitsmomente 1,, I, I. (d.h. die Trigheitsmomente bei
Rotation um die Hauptachsen) sind dann die Losungen
der Determinantengleichung

Ixx -1 Ixy Ixz
Ly, IL,—-1 I, |= 0.
sz Izy Izz —1

(5.40)

Man beachte, dass im Allgemeinen die Haupt-
trigheitsmomente I, I, I nicht mit Iy, Iy, I;
iibereinstimmen.

Die Bezeichnung der Haupttrigheitsachsen wird
nach internationaler Vereinbarung so gewéhlt, dass

Iaflbflc

gilt. Das Trigheitsmoment / um eine beliebige Ach-
se durch den Schwerpunkt, die die Winkel «, B, y mit
den drei Hauptachsen a, b und ¢ bildet (Abb.5.24) ist
dann:

I1=1, cos’a + 1 cosz,B + 1. coszy . (5.41)

= O
el

\j
ol

Tl

Abb. 5.24. Trigheitsmo-
ment um eine beliebige
Achse

Diese Gleichung entspricht (5.37a), da jetzt alle Nicht-
diagonalelemente von T Null sind. Durch die Haupt-
achsentransformation ist der Ausdruck fiir I einfacher
geworden. Mit Hilfe der Haupttrigheitsmomente las-
sen sich Drehimpuls L und Rotationsenergie schreiben
als:

L= {Lav Ly, Lc} = {walav wplp, a)clc} s (542)
1
B =5 (021, +wply + 2 1)
L2 L2 2
=44 by e (5.43)
21, 21, 2I.

Sind alle drei Haupttrigheitsmomente verschieden
(I, # I # I. # 1,), so heillit der Korper ein asymme-
trischer Kreisel.

Beispiel: Quader mit drei ungleichen Seiten
a, b, ¢ (Abb.5.25b) oder das gewinkelte NO,-Molekiil
(Abb.5.25a).

Sind zwei Haupttrigheitsmomente gleich, so heif3t
der Korper ein symmetrischer Kreisel.

Beispiel: Alle rotationssymmetrischen Korper
(Kreiszylinder, lineare Molekiile), aber auch quadrati-
sche Quader.

b
Iy
N
Ia
LS
« e
O O
a) NO,-Molekdil
AC
c
Fira>b > cist Quader mit
la<lp<lc azb=c=a
b)

Abb. 5.25a,b. Beispiele fiir asymmetrische Kreisel
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5. Dynamik starrer ausgedehnter Korper

Jeder rotationssymmetrische Korper ist ein sym-
metrischer Kreisel, aber nicht jeder symmetrische
Kreisel ist von seiner geometrischen Gestalt ro-
tationssymmetrisch (z. B. eine quadratische Séu-
le). Sein Tragheitsellipsoid ist dagegen immer
rotationssymmetrisch.

Nach (5.42) zeigen bei einem asymmetrischen
Kreisel Drehimpuls L und Rotationsachse @ =
{®q,wp, .} im Allgemeinen in verschiedene Rich-
tungen, wenn I, I, und /. nicht alle den gleichen
Wert haben oder der Korper nicht um eine seiner
Haupttrigheitsachsen rotiert (Abb. 5.28).

Wir unterscheiden (Abb. 5.26):

Fira=b>c=l,=1y<];

prolater Kreisel oblater Kreisel

a) b)

Abb. 5.26a,b. Beispiele fiir symmetrische Kreisel: (a) Prola-
ter und (b) oblater symmetrischer Kreisel

® Prolate symmetrische Kreisel (Abb.5.26a): I, <
I, = I.. Das Trégheitsellipsoid ist ein lang gestreck-
tes Rotationsellipsoid, dessen Symmetrieachse z
langer ist als sein Durchmesser (Abb. 5.27a).

® Oblate symmetrische Kreisel (Abb.5.26b): I, =
I, < I.. Das Trigheitsellipsoid ist ein gestauchtes
Rotationsellipsoid (Diskus, Abb. 5.27b).

prolater
a) Kreisel b)

Abb. 5.27a,b. Trigheitsellipsoide des (a) prolaten und (b) ob-
laten symmetrischen Kreisels

Sind alle drei Haupttrigheitsmomente gleich, (1, =
I, = 1.), so heilt der Korper sphdrischer Kreisel, weil
sein Tragheitsellipsoid eine Kugel ist.

Beispiel: Kugel, Wiirfel.

5.7.3 Freie Achsen

Aus (5.42) und Abb. 5.28 erkennt man folgenden wich-
tigen Sachverhalt: Drehimpuls L und Drehachse @
zeigen bei der Rotation eines Korpers, dessen Dreh-
achse nicht festgehalten wird, nur dann in die gleiche
Richtung, wenn entweder gilt:

e ], = I, = I, (sphirischer Kreisel), oder:

e Der Korper rotiert um eine seiner Haupttragheits-
achsen, d.h. nur einer der drei Komponenten w,,
wp, w, ist von Null verschieden.

® Bei einem symmetrischen Kreisel ist L|l@ auch
dann, wenn der Korper um eine beliebige Achse
durch S senkrecht zur Symmetrieachse rotiert.

Da ohne dufleres Drehmoment der Drehimpuls zeit-

lich konstant bleibt, hat in diesen Féllen der Korper
Az

Abb. 5.28. Drehimpulsachse L und Rotationsachse @ sind
im Allgemeinen nicht parallel, wie hier in einem (x, y, 7)-
Koordinatensystem, das mit den Hauptachsen (a, b, ¢) zu-
sammenfillt, gezeigt wird
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eine raumfeste Drehachse, um die er mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit @ rotiert. Seine Bewegung ist
dann vollig analog zur Rotation um eine starre Achse
(Abschn. 5.6).

Man nennt die Hauptachsen eines Korpers daher
auch freie Achsen, weil eine einfache Rotation des
Korpers um diese Achsen moglich ist, auch wenn diese
Achsen nicht fest gelagert sind.

Das Experiment zeigt jedoch, dass eine stabile Ro-
tation nur um die Achse des kleinsten und des gréften
Triagheitsmomentes realisiert werden kann, wihrend
bei Rotation um die freie Achse des mittleren Haupt-
trigheitsmomentes jede kleine Stérung die Bewegung
instabil macht und der Korper zu torkeln beginnt.

BEISPIELE

1. Ein an einem Faden aufgehidngter Quader mit
1, < I, < I. (Abb. 5.29) kann iiber einen Motor zur
Rotation um diesen Faden gebracht werden. Der

Qo Iy <lp <lg

stabil

instabil
—_—

o

b)

Abb.5.29a,b. Rotation eines Quaders um freie Achsen:
(a) stabile Rotation um die Achse des groiten Trigheitsmo-
mentes /,; (b) instabile Rotation um die Achse des mittleren
Triagheitsmomentes I, die umspringt in eine Rotation um die
Achse ¢

Quader rotiert stabil, wenn die Fadenrichtung mit
der Hauptachse a oder ¢ zusammenfillt. Wird er
so aufgehingt, dass die Fadenrichtung in Richtung
der Achse b zeigt, springt der Quader bei schneller
Rotation um in die in Abb.5.29b gezeigte stabile
Rotation um die Hauptachse c. Er rotiert dann nicht
mehr um den Faden, d. h. der Faden fillt nicht mehr
mit der Rotationsachse zusammen. Die Achse c ist
nun eine ,,freie Achse®.

2. Eine geschlossene Kette hidngt an einem Faden
und wird zur Rotation gebracht (Abb. 5.30). Durch
die Zentrifugalkraft weitet sie sich zu einem Kreis
auf, der sich dann horizontal stellt, weil dadurch
die Rotation um die Achse des grof3ten Trigheits-
momentes erfolgt und damit die Rotationsenergie
E.ot = L?/21 bei vorgegebenem Drehimpuls L mi-
nimal wird. Auch hier fillt die Rotationsachse nicht

mit der Fadenrichtung zusammen.

Abb. 5.30. Rotation einer Kette um die Achse des grofiten
Trigheitsmomentes

3. Eine Diskusscheibe fliegt stabil, solange die Rota-
tion um die Symmetrieachse (grofites Tragheitsmo-
ment) erfolgt (Abb.5.31).

Abb. 5.31. Stabiler Flug einer Diskusscheibe
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5.7.4 Die Eulerschen Gleichungen

Bei beliebiger Richtung der Drehachse @ sind Dreh-
impuls L und Drehachse w nicht mehr parallel. Die
Bewegung des Korpers wird dann komplizierter. Um
sie quantitativ beschreiben zu koénnen, miissen wir die
Bewegung des Korpers im raumfesten Koordinatensys-
tem R darstellen.

Die zeitliche Anderung dL/dt des Drehimpul-
ses ist im raumfesten Inertialsystem R, in dem der
Beobachter der Bewegung sitzt, gleich dem dufleren
Drehmoment D:

(&)
f— =D
dr /g

In einem Koordinatensystem K, dessen Achsen die
Hauptachsen des Korpers sind, das also starr mit dem
Korper verbunden ist und daher mit der Winkelge-
schwindigkeit @ gegen das raumfeste System rotiert,
ist die zeitliche Ableitung des Vektors L dann (siehe
Abschn. 3.3.2)

(5.44)

dL dL @x L) (5.45)
— ) =|—+—) —(@xL), .
dr Ji dr J
sodass wir die Vektorgleichung
dL
D= (—) +(@x L) (5.46)
dr Ji

erhalten. Diese Gleichung entspricht formal (3.14),
wenn wir L durch r ersetzen. Man beachte, dass in
(5.46) dL/dt im korperfesten Hauptachsensystem an-
gegeben ist, @ jedoch im raumfesten Inertialsystem!
Im allgemeinen Fall braucht @ in keinem der beiden
Systeme zeitlich konstant zu sein.

Schreibt man (5.46) fiir die Komponenten in Rich-
tung der drei Hauptachsen aus, so erhélt man z. B. fiir
die Achse a:

p, - (L +(@xL
a— dla ® X )a

d
= a (lawq) + (wpLe — weLp)

dw,
=Ili— +wplew. — o dpwy ,
dr
wobei D, die Komponente des Drehmoments in
Richtung der Achse a ist.
Entsprechende Gleichungen gelten fiir die ande-
ren Komponenten. Insgesamt erhidlt man die drei

Eulerschen Gleichungen

139 1) D

a ;. c— wewp = Dy
a7 b b
d

Ib% 4 (Lo — 1) watwe = Dy (5.47)
dw,

Ic? + I — 1) wpwa = D,

Diese Gleichungen sollen nun an einigen Beispielen
verdeutlicht werden.

5.7.5 Der kriftefreie symmetrische Kreisel

Ein symmetrischer Kreisel hat zwei gleiche Haupt-
trigheitsmomente. Wenn die Symmetrieachse sei-
nes Trigheitsrotationsellipsoids die c-Achse ist, gilt:
1, = I # I.. Ist der Korper selbst auch rotationssym-
metrisch, so heilit die Achse auch Figurenachse. Bei
einem Fahrradkreisel (Abb.5.32) ist dies die sichtba-
re Radachse. Wirkt kein du3eres Drehmoment (D = 0),
so bleibt der Drehimpuls L konstant, d. h. raumfest. Ein
solcher Kreisel mit D = 0 heifit in der Literatur krdf-
tefreier Kreisel, obwohl er korrekt ,,drehmomentfreier
Kreisel“ heilen miisste. Dreht sich der Kreisel um sei-
ne Figurenachse, so fallen die Vektoren L und ® mit
dieser Achse zusammen. Der Korper rotiert dann um
eine raumfeste Achse, so als ob er fest gelagert wi-
re. Liegt jedoch w in einer beliebigen Richtung, die
nicht mit der Figurenachse zusammenfillt, so wird die
Bewegung kompliziert.

Abb. 5.32. Fahrradkreisel
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Nutations-
Kegel 0

1=

o

Figurenachse

—

Lﬁl(&)

a) at b)

Abb.5.33a,b. Figurenachse ¢, Drehimpulsachse L und
momentane Drehachse ®: (a) Zerlegung von @ und L
beim symmetrischen Kreisel in eine Komponente parallel
zur Figurenachse und eine dazu senkrechte Komponente;
(b) Nutationskegel der Figurenachse und der momentanen
Drehachse w

Um die allgemeine Bewegung des kriftefreien sym-
metrischen Kreises zu beschreiben, muss man drei
verschiedene Achsen unterscheiden (Abb. 5.33a):

e Die raumfeste Drehimpulsachse L

e Die momentane (nicht raumfeste) Drehachse @

e Die Figurenachse des symmetrischen Kreisels, die
nur dann raumfest ist, wenn der Drehimpuls in der
Figurenachse liegt.

Wir konnen ein qualitatives Bild von der Bewegung
der Figurenachse aus folgender Uberlegung gewinnen:
Ohne &dufleres Drehmoment ist sowohl die Rotati-
onsenergie Ey als auch der Drehimpuls L zeitlich
konstant. Wir erhalten daher mit Gleichung (5.43) die
beiden Gleichungen:

Li+ L3+ L2 =const=Cy, (5.48a)
2 2 2

ﬁ ﬂ + & =const=C,. (5.48b)

L, I, I

In einem raumfesten Koordinatensystem mit den Ach-
sen Ly, L, und L; stellt (5.48a) die Gleichung
einer Kugel dar. Gleichung (5.48b) ist im Haupt-
achsensystem angegeben und stellt dort ein Ellipsoid
dar.

Da die Komponenten des raumfesten Drehimpuls-
vektors L beide Gleichungen a) und b) gleichzeitig
erfiillen miissen, kann die Spitze von L nur auf

Figuren-
achse

N
Schnitt-
kurve

Abb. 5.34. Die Spitze des Drehimpulsvektors liegt auf der
Schnittkurve von Drehimpulskugel und Energieellipsoid

den Schnittkurven von Kugel und Ellipsoid liegen
(Abb.5.34). Da das Ellipsoid durch das Hauptachsen-
system des Kreisels festgelegt ist, also mit dem Kreisel
rotiert, der Drehimpuls jedoch raumfest ist, muss der
Kreisel und damit sein Trégheitsellipsoid so rotieren,
dass L immer auf der Schnittkurve bleibt. Dies fiihrt
dazu, dass sowohl die momentane Drehachse als auch
die Figurenachse um die raumfeste Drehimpulsach-
se eine Nutationsbewegung ausfiihren (Abb.5.33b),
(wenn nicht zufdllig  in der Figurenachse liegt, so-
dass in diesem Fall sowohl @ als auch L mit der nun
raumfesten Figurenachse zusammenfallen).

Wihrend man die Figurenachse unmittelbar sieht,
muss man die momentane Drehachse @ durch einen ex-
perimentellen Trick sichtbar machen (Abb. 5.35). Dazu
kann man z.B. auf der Spitze der Figurenachse des

Far:b-'b Wanderung
scheibe der momentanen
Drehachse

schwarz

Drehmomentfrei
gelagerter
Kreisel

Abb. 5.35. Sichtbarmachung der momentanen Drehachse
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5. Dynamik starrer ausgedehnter Korper

Kreisels eine Kreisscheibe befestigen, auf die rote,
schwarze und wei3e Kreissegmente gemalt sind. Wenn
der Kreisel rotiert, verschwimmen die drei Farben zu
einer olivbraunen Mischfarbe. Nur am Durchstopunkt
der momentanen Drehachse durch ein Segment der
Scheibe sieht man die Farbe des Segments, die langsam
von rot iiber schwarz nach weifl wechselt und damit
die Wanderung der momentanen Drehachse durch die
einzelnen Segmente anzeigt.

Um die Bewegung der momentanen Drehachse und
der Figurenachse quantitativ zu untersuchen, wenden
wir nun die Eulerschen Gleichungen (5.47) auf unseren
speziellen Fall D = 0 und I, = I}, an. Die Gleichungen
vereinfachen sich zu

Wy + Lwp, =0,
d)b—.Qa)a:O,
. =0, (5.49)

mit der Abkiirzung: 2 = ((I. — 1,)/1,)w.. Eine Losung
dieses Gleichungssystems ist:

w, =Acos§2t, wp,=AsinS2t,

w.=C mit A, C =const, (5.50)

wie man durch Einsetzen sofort bestdtigt. Man sieht
hieraus auch, dass der Betrag o = |@| wegen >+
a)i + w? = A? 4 C? = const auch im korperfesten Sys-
tem zeitlich konstant bleibt. Was sich dndert sind die
Komponenten @, und wj,, und damit die Richtung
von .

Rastpolkegel *
(raumfest)

Rastpolkegel\\\
(raumfest)
/' Gangpolkegel
(kOrperfest)
23— o
(o) / Figurenachse
s D S
prolater Kreisel
oblater Kreisel
a) b)

Zerlegen wir @ in eine Komponente ®, = const
parallel zur Figurenachse ¢ und eine Komponente @
mit w; = /w2 +»} = A senkrecht zu ¢ (Abb.5.33a),
so gilt nach (5.42) fiir dieselbe Komponentenzerlegung
von L:

L=1,0, +1w. (5.51)

Die Figurenachse ¢ bildet nach Abb.5.33b und (5.50)
den zeitlich konstanten Winkel o mit der raumfesten
Drehimpulsachse, wobei gilt:

2
Lo, I, yo%te, [, A

tano = — = . —
l.o, I. e I. o

Das heif}t, die Figurenachse wandert auf einem Kegel
mit dem vollen Offnungswinkel 2o um die raumfes-
te Achse L (Abb.5.33b und 5.36). Dieser Kegel heifit
Nutationskegel.

Der Betrag der Winkelgeschwindigkeit

0=/ 4w} +wr=+A2+C?

ist zeitlich konstant. Der Vektor @ bildet mit der
Figurenachse den zeitlich konstanten Winkel B mit
sin =w, /o = A/w.. Die momentane Drehachse @
lduft daher auf einem Kegel, aber mit dem Offnungs-
winkel 2(8 — «) (Rastpolkegel oder Herpolhodiekegel)
um die raumfeste Drehimpulsachse L. Man nennt
diese gemeinsame Bewegung von Figurenachse und
momentaner Drehachse Nutation.

RN
7 Gangpolkegel
(korperfest)

Figurenachse

Abb. 5.36a,b. Nutationskegel, Rast-
polkegel und Gangpolkegel: (a) pro-
later, (b) oblater Kreisel
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Man kann die gemeinsame Bewegung von Figuren-
achse und momentaner Drehachse auf zwei Kegeln mit
verschiedener Offnung um die raumfeste Drehimpuls-
achse mit Hilfe eines dritten Kegels (Gangpolkegel
oder Polhodiekegel) verdeutlichen, der starr mit der
Figurenachse verbunden ist, den raumfesten Rastpolke-
gel entlang der momentanen Drehachse @ beriihrt und
auf ihm abrollt (Abb.5.36). Die Beriihrungslinie gibt
dann zu jedem Zeitpunkt die Lage der momentanen
Drehachse w an. Fiir einen oblaten Kreisel (Abb. 5.36a)
rollt der Gangpolkegel so ab, dass der Rastpolkegel
immer im Inneren des Gangpolkegels bleibt, beim
prolaten Kreisel bleibt er auflerhalb (Abb. 5.36b). Die
Spitzen aller drei Kegel liegen im Schwerpunkt S des
Korpers.

5.7.6 Priizession des symmetrischen Kreisels

Wenn ein dulleres Drehmoment D auf den Kreisel
wirkt, bleibt wegen D = dL/d¢ der Drehimpuls nicht
mehr raumfest, sondern dndert seine Richtung und, je
nach der Richtung von D, auch seine Grofie. Wir wol-
len zuerst den einfachsten Fall behandeln, dass sich
der Kreisel um seine Figurenachse dreht, also alle drei
Achsen L, ® und ¢ zusammenfallen; es gibt dann keine
Nutation.

Wird der Kreisel nicht im Schwerpunkt unterstiitzt,
so wirkt z.B. bereits auf Grund der Schwerkraft das
Drehmoment

D=rxmg,

wobei r der Vektor vom Unterstiitzungspunkt zum
Schwerpunkt ist. Das Drehmoment steht senkrecht zum
Drehimpuls L und bewirkt daher nur eine Anderung
der Richtung, nicht der Grof3e von L (Abb. 5.37). Wih-
rend des Zeitintervalls dr dndert sich die Richtung von
L um den Winkel d¢, und man entnimmt der Abb. 5.37,

Auf- D
hangung
A e
Lo
m-g Abb. 5.37. Drehmoment
o D durch die Gewichtskraft
P bei einem Kreisel, der
d dL nicht im Schwerpunkt
Y unterstiitzt wird

S N Abb. 5.38. Prizession ei-
: nes Kinderkreisels

dass

dL do
|dL|=Ld¢p - D=— = |L|—.

dt dt
Die Drehimpulsrichtung (und damit auch die Figu-
renachse des Kreises) drehen sich mit der Winkelge-
schwindigkeit

do_D_D 5.52

T4 T LT o S
um eine Achse senkrecht zur Ebene von D und L,
wobei wp < w angenommen wurde. Diese Bewegung
heiBt Priizession.

Bildet die Kreiselachse ¢ den Winkel o mit
der Vertikalen, so ist der Betrag des Drehmomentes
D = mgr sina. Die Anderung dL des Drehimpules ist
jedoch jetzt fiir dL < |L| (Abb.5.38)

dL =|L|sinx doy,
sodass fiir wp, < w wieder gilt:

mgrsina  mgr
a)p ==,
Iwsin o low

(5.53)
woraus man sieht, dass die Pridzessionswinkelge-
schwindigkeit w, unabhdngig von der rdumlichen Ori-
entierung der Kreiselachse ist und nur vom Drehimpuls
L und dem Drehmoment D abhingt.

Die allgemeine Behandlung der Prizession, die
auch gilt, wenn w, nicht mehr klein gegen w ist, muss

drei Vektoren beriicksichtigen (Abb. 5.39:

1. Die Winkelgeschwindigkeit wg um die Figurenach-
se

2. Die Priizessionswinkelgeschwindigkeit @, um die
vertikale z-Achse

3. Die Gesamtwinkelgeschwindigkeit @ = @g + @p.
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€ |o F
%
®p
S |
. Figuren-
= achse
9 ©
n mg
. V y‘
¢ So

’

Abb. 5.39. Zur Herleitung der Bewegungsgleichung fiir den
Kinderkreisel

Nach Abb. 5.39 gilt:

wp =w-e mite = {sin6 cos g, sinH sin ¢, cos 6}

wp, =¢-{0,0, 1} (5.53a)
®={w-sinf cos ¢, w-sin 6 sin g, w-cosf + ¢} .

Wir zerlegen @ in die Komponeneten w) parallel und
®, senkrecht zur Figurenachse e.

o) =e-(w+@cosb) (5.53b)
W =eX (wxe)

=@sinf-{—cosfcos g, —cosOsing, sin6} .

Der gesamte Drehimpuls ist
L=1w+ (mrsz—i-lj_) [ox1

=1-e(w+pcosbh)
+ (IJ_ +mrsz)

- ¢ sin O{— cos 6 cos ¢, — cos O sin ¢, sin O}

(5.53¢)

wobei [ das Trigheitsmoment bei Rotation um die
Figurenachse ist und /; um eine Achse L zur Figuren-
achse. Die zeitliche Ableitung ergibt, weil w, ¢, cos 6,
sin 6 nicht von der Zeit abhingen, wenn wir 6 = const
und konstantes @ annehmen:

dL . .
— =Ilj(w+¢@cosh)-e

.53d
& (5.53d)

— (I +mr?) ¢* cos @ sinO{— sin g, cos @, 0}
= [IH -sinf(w+ @ cos )¢
— (I +mr?) ¢*sinfcosO]-h .

wobei n = {—sing, cosg, 0} der Einheitsvektor in
Richtung des Drehmomentes ist. Da andererseits
dL/dt =D =m-g-rs-sin6 - i ist, erhalten wir

wp Iy -0+l cosO(I) — 1) = mgrs . (5.53¢)

Sie hat zwei Losungen fiir die Prizessionsfrequenz wy,
deren Differenz von der Differenz I — I, abhingt (sie-
he Goldstein, Klassische Mechanik und Webadresse
hschulz@itp.uni-hannover.de).

5.7.7 Uberlagerung von Nutation und Priizession

Im allgemeinen Fall rotiert der Kreisel nicht um sei-
ne Figurenachse. Ohne dufleres Drehmoment wiirde
die Figurenachse dann eine Nutationsbewegung um
die raumfeste Drehimpulsachse machen. Unter Ein-
wirkung des dufleren Drehmomentes prizediert die
Drehimpulsachse mit der Winkelgeschwindigkeit w,
um eine zur Kraftrichtung parallele Achse durch
den Auflagepunkt A, wihrend die Figurenachse eine
Nutationsbewegung um die prizedierende Drehimpuls-
achse ausfiihrt. Bei dieser Kombination von Préizession
und Nutation durchliduft die Spitze der Figurenach-
se eine komplizierte Bahn (Abb.5.40), deren genaue
Form vom Verhiltnis der Nutationsfrequenz £2 zur
Priizessionsfreqenz w, abhingt.

Zur Demonstration von Nutation und Prizession ist
eine ,kardanische* Lagerung des Kreisels sehr geeig-
net, bei der die Figurenachse des Kreisels in beliebige
Richtungen gedreht werden kann, wobei der Kreisel
immer ,kréftefrei” rotiert (Abb.5.41). Dies erreicht
man dadurch, dass die Kreiselachse auf Kugellagern in

Weg der
/ Drehimpuls-
achse

Weg der nutierenden
/ Figurenachse

bei prazedierendem

Drehimpulsvektor

Nutation der Figurenachse
bei raumfester Drehimpulsachse

Abb. 5.40. Bahn der Figurenachse bei iiberlagerter Prizessi-
on und Nutation
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Abb. 5.41. Kardanisch
aufgehédngter Kreisel

einem Kreisring gelagert ist. Der Kreisring selbst ist
in einem zweiten Kreisring gelagert und kann um eine
Achse senkrecht zur Kreiselachse gedreht werden. Der
zweite Kreisring kann schlieBlich noch um eine ver-
tikale Achse gedreht werden. Dreht man das System
um die vertikale Achse, so weicht die Kreiselachse aus
ihrer horizontalen Lage aus. Umkehrung der Drehrich-
tung kehrt auch die Neigung der Kreiselachse um. Gibt
man dem 1. Kreisring einen kurzen Schlag senkrecht
zur Kreiselachse, so zwingt man die Drehimpulsachse
in eine andere Richtung als die Figurenachse, und der
Kreisel beginnt zu nutieren. Hingt man an den 1. Kreis-
ring ein Gewicht, so wirkt ein Drehmoment auf den
Kreisel und er priazediert, d. h. das System dreht sich
um die vertikale Achse.

Die Prizession des Kreisels durch die Schwerkraft
kann bei geeigneter Authingung des Kreisels zu Navi-
gationszwecken verwendet werden (Kreiselkompass).
Zu seinem Verstindnis betrachten wir in Abb.5.42
einen Kreisel, dessen Achse in einem Biligel B ge-
lagert ist, der sich um eine vertikale Achse a durch
den Aufhidngepunkt A drehen kann. Die Kreiselach-
se KA selbst kann sich also nur in einer horizontalen
Ebene drehen (gefesselter Kreisel). Der Schwerpunkt
liegt unter dem Punkt A. Im Gegensatz zu einem freien
kriftefreien Kreisel, der seine mit der Drehimpulsrich-
tung zusammenfallende Figurenachse zeitlich konstant
halten wiirde, ist bei unserem gefesselten Kreisel die
Aufhingeachse a starr mit der Erde verbunden, sie
nimmt also an der Erdrotation teil und dreht sich mit
deren Winkelgeschwindigkeit wg. Dadurch wirkt ein
Drehmoment D senkrecht zur Zeichenebene auf den
Kreisel, der sich so lange um die Achse a dreht, bis
die Kreiselachse parallel zu wg steht, also in Nord-Siid-

Richtung zeigt. Dann sind Drehimpulsvektor L und die
Richtung der Zwangsdrehung wg, parallel (Abb. 5.42b),
und damit wird das Drehmoment fiir die mogliche
Drehung der Kreiselachse Null. Man kann sich dieses
Verhalten am kardanischen Kreisel klar machen, indem
man die Erdrotation durch eine Drehung des dufleren
Ringes in Abb.5.41 simuliert. Die Kreiselachse stellt
sich dann senkrecht ein.

Am Aquator sind wg und L parallel, in einem Punkt
P auf einem anderen Breitenkreis ist dies nicht mehr
moglich, da L ja nur in einer horizontalen Ebene lie-
gen kann. Jedoch stellt sich auch hier der Kreisel so
ein, dass die Komponente von L in Richtung g maxi-
mal wird. Dann zeigt L in Richtung des Langenkreises,
also wieder nach Norden. Nur an den beiden Polen ver-
sagt der Kreisel, da hier L immer senkrecht zu wg steht
[5.4].

b)

Abb.5.42a,b. Kreiselkompass: (a) Aufhéingung, (b) Rich-
tung von L und wg am Aquator (A) und in hoheren
Breiten

163



164

5. Dynamik starrer ausgedehnter Korper

5.8 Die Erde
als symmetrischer Kreisel

Die Erde kann in guter Nidherung durch ein abgeplat-
tetes Rotationsellipsoid, also durch einen oblaten sym-
metrischen Kreisel mit I, = I, < I. beschrieben wer-
den. Der Aquatordurchmesser ist mit 12756 km etwa
43km grofer als der Poldurchmesser von 12713 km.
Diese Abplattung ist eine Folge der Zentrifugalkraf-
te bei der Rotation der Erde (sieche Abschn.6.6).
Man kann sich dieses abgeplattete Rotationsellipsoid
zusammengesetzt denken aus einer Kugel und zusitz-
lichen ,,Wiilsten®, die am Aquator ihre grofite Dicke
haben (schraffierte Flichen in Abb. 5.43).

Wegen der Neigung der Erdachse (¢ =90°—
23,5° = 66,5°) gegen die Ekliptik (Bahnebene der Er-
de) liegen die beiden Schwerpunkte S; und S, der
beiden der Sonne zugewandten bzw. abgewandten
Waulsthélften auf verschiedenen Seiten der Ekliptik.
Wihrend fiir die im Schwerpunkt S vereinigte Masse
der Kugel Zentripetalkraft F; = GmgMs/ r2 und Zen-
trifugalkraft F> = mgv®/r im System der sich um die
Sonne bewegenden Erde genau gleich sind, gilt dies
nicht mehr fiir die Schwerpunkte der beiden Wulst-
hilften. Weil S| niher zur Sonne liegt, iiberwiegt die
Zentripetalkraft Fj, wihrend fiir S, die Zentrifugal-
kraft F, iiberwiegt. Eine ihnliche Uberlegung kann
man fiir die vom Erdmond auf die Erde bewirkten
Gravitationskrifte anstellen. Hierbei muss man aller-

Wp

Erdachse
ekliptischer Pol

Wg
NP

23.5

Si

<\—‘o\

‘Sonne\ | Ekliptik

SP

Abb.5.43. Die Erde als symmetrischer Kreisel. Die Pfeile
geben die Differenzkriifte | — F> in den Schwerpunkten S|
und S, der beiden Wiilste an

dings beriicksichtigen, dass die Mondbahn um 5,1°
gegen die Ekliptik geneigt ist. Die Einfliisse von Son-
ne und Mond auf die Pridzession der Erdachse sind von
gleicher GroBenordnung.

Insgesamt wirkt also ein Drehmoment auf den
Erdkreisel, das eine Prizession der Erdachse be-
wirkt (lunar-solare Prizession). Diese umlduft die
Normale zur Ekliptik auf einem Kegel mit 2-23,5°
Offnungswinkel und zwar pro Jahr um den Winkel
¢ =50,3878", d. h. in 25850 Jahren (platonisches Jahr)
um den Winkel 277. In einem platonischen Jahr wird der
Kegel also einmal voll umlaufen. Die Verlangerung der
Erdachse durchlduft daher auf der Himmelsphére einen
Kreis um den ekliptischen Pol (Abb. 5.44).

Anmerkung

Diese Prizession bewirkt iibrigens auch, dass sich
die Schnittlinie zwischen Aquatorebene und Eklip-
tik im Laufe von 25850 Jahren um 360° dreht. Dies
verschiebt den Friihlingspunkt entsprechend (siehe Ab-
schn. 1.6) und hat zur Folge, dass sich die Sternbilder
der Tierkreiszeichen zwischen ihrer Benennung vor
2000 Jahren und heute um etwa einen Monat ver-
schoben haben. So deckt sich zur Zeit z.B. das
reale Sternbild Zwillinge fast mit dem der Jahreszeit
zugeordneten Tierkreiszeichen Krebs. Dies ist vie-
len Astrologen unbekannt. Sie kommen dadurch in

4500 v.Chr.

Ekliptik

® pol

8400 n.Chr.
Abb. 5.44. Aufgrund der Prizession durchlduft die Verldn-
gerung der Erdachse auf der Himmelsphire einen Kreis um
den ekliptischen Pol. Im Jahre 1950 zeigte sie fast auf den
Polarstern
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Schwierigkeiten, wenn sie erklidren sollen, ob die wirk-
lichen Sterne oder nur die Namen der Tierkreiszeichen
fiir die Menschenschicksale eine Rolle spielen.

Die oben beschriebene Prizession ist allerdings aus
folgenden Griinden nicht gleichméaBig:

e Bei der Bewegung der Erde um die Sonne
(Abb.5.45) bleibt das von der Sonne bewirkte
Drehmoment D nicht konstant. Es ist maximal am
22.Dezember und am 21.Juni und minimal am
21.Mirz und 23. September.

e Der Mond, der sich in einer gegen die Ekliptik
um etwa 5° geneigten Ebene um die Erde bewegt,
bewirkt ebenfalls ein Drehmoment auf die abge-
plattete Erde. Auch dieses Drehmoment dndert sich
mit der Zeit, weil sich die Neigung der Mondbah-
nebene gegen die Aquatorebene mit einer Periode
von 9,3 Jahren veriandert.

® Auch die anderen Planeten bewirken ein (allerdings
sehr kleines) Drehmoment und tragen daher zur
Prizession der Erdachse geringfiigig bei.

In der Astronomie werden diese kurzperiodischen
Schwankungen der Prézession als Nutation bezeich-
net, obwohl sie im physikalischen Sinne keine ,,echten*
Nutationen, sondern Storungen der durch Sonne, Mond
und Planeten bewirkten Pridzession sind.

Dieser komplizierten Prizessionsbewegung iiber-
lagert sich noch folgende echte Nutation: Bei der
Rotation der Erde fallen Figurenachse ¢ und momen-
tane Drehachse w nicht genau zusammen, sodass, auch
im physikalischen Sinne, eine echte kriftefreie Nutati-

23. Sept.

D=0
¥ S D)

Ekliptik ~ Fqe—o

Fo
\ // 21. Juni
@21.Mérz

Abb. 5.45. Variation des von der Sonne auf die Erde ausgeiib-
ten Drehmomentes wihrend des Erdumlaufes um die Sonne.
Man beachte, dass die Richtung der Erdachse (abgesehen
von der sehr langsamen Prézession) wihrend des Umlaufes
konstant ist

—— F1

’ D£0
—

22. Dez.

L Drehimpulsachse
Figurenachse =

/ Symmetrieachse
des starren Geoids

Bahn des
Rotationsellipsoids

Rotations-
achse

S

Schwerpunkt
der Erde

Abb. 5.46. Nutation der Erdachse

on auftritt (Abb. 5.46). Die Figurenachse rotiert daher
(im gleichen Drehsinn wie die Rotation ®) um die
prizedierende Drehimpulsachse mit einer gemessenen
Periode von T =305 Tagen. Andererseits folgt aus
(5.49) fiir die Nutationsperiode:

2 1,
T =" . (5.54)
w I.—1,

0.6"

90°
Ost

0° Greenwich

Abb. 5.47. Wanderung des Nordpols der Erdrotationsachse
wihrend des Jahres 1957 um den wihrend der Jahre 1900-
1905 bestimmten Mittelwert N. 1 Bogensekunde entspricht
etwa 30 m
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Man kann daher aus der gemessenen Nutationspe-
riode die Differenz I. — I, der Trigheitsmomente
bestimmen [5.5].

Da die Erde kein starrer Korper ist, konnen
sich die Trdgheitsmomente (z.B. durch Erdbeben
oder durch konvektive Stromungen der fliissigen
Materie im Erdinneren [5.6]) zeitlich dndern. Dies
fiihrt zu einer kleinen Anderung der Nutation.

Abbildung 5.47 zeigt die Wanderung des Nord-
pols der Erd-Rotationsachse im Verlauf des Jahres
1957.

Man sieht aus diesem Beispiel, dass eine Be-
schreibung der Erdbewegung um so mehr Einfliisse
beriicksichtigen muss, je genauer die Messdaten wer-
den. Auch heute noch wird iiber das beste Modell
diskutiert [5.7, 8].

ZUSAMMENFASSUNG N

e Beim Modell des ausgedehnten starren Korpers
werden alle inneren Bewegungen im Korper
(Schwingungen und Verformungen) vernachlas-
sigt. Der Schwerpunkt hat die Koordinaten

1 1
rs = M_[rg(r)dv = VfrdV fiir o = const.
14

e Die Bewegung eines freien starren Korpers ldsst
sich immer zusammensetzen aus der Translation
seines Schwerpunktes mit der Geschwindig-
keit vs und der Rotation des Korpers um diesen
Schwerpunkt mit der Winkelgeschwindigkeit .
Der Korper hat daher sechs Freiheitsgrade der
Bewegung.

e Fiir die Bewegung eines ausgedehnten Korpers
sind nicht nur Gré8e und Richtung der wirkenden
Kraft wichtig, sondern auch ihr Angriffspunktam
Korper.

e Fine beliebige, am ausgedehnten Korper angrei-
fende Kraft kann zerlegt werden in eine Kraft,
die am Schwerpunkt angreift (Translationsbe-
schleunigung) und einem Kriftepaar (Rotations-
beschleunigung).

e Das Trigheitsmoment eines Korpers beziiglich
einer Rotationsachse durch den Schwerpunkt, ist
durch Is = [, riodV gegeben, wobei ri der
senkrechte Abstand des Volumenelementes dV
von der Rotationsachse ist. Beziiglich einer be-
liebigen parallelen Achse im Abstand a von der
Achse durch den Schwerpunkt ist es [ = Is+
Ma?, wobei M die Gesamtmasse des Korpers ist.

e Die kinetische Energie der Rotationsbewegung
ist Ero = 1/210.

e Fiir einen Korper, der sich um eine raumfes-
te Achse dreht, lautet die Bewegungsgleichung:
Dy =1-dw/dt, wobei D| die Komponente des
Drehmomentes parallel zur Drehachse ist.

® Das Trigheitsmoment /s hdngt ab von der Rich-
tung der Drehachse im Korper. Man kann es als
Tensor schreiben. Die Richtungen der Achsen mit
grofitem und kleinstem Triagheitsmoment bestim-
men das Hauptachsensystem. In ihm wird der
Triagheitsmomenttensor diagonal. Die Diagonal-
elemente sind die Haupttrigheitsmomente.

e Sind zwei der drei Haupttrigheitsmomente gleich,
so ist der Korper ein symmetrischer Kreisel, sind
alle drei gleich, so liegt ein Kugelkreisel vor.

® Drehimpuls L und Winkelgeschwindigkeit @ ei-
nes freien rotierenden Korpers sind durch L = I -
o miteinander verkniipft. I ist der Trigheits-
tensor, der im Hauptachsensystem Diagonalform
hat. Im Allgemeinen sind L und w nicht parallel.

e Rotiert der Korper um eine Haupttragheitsach-
se, so sind L und w parallel und, ohne dufere
Drehmomente, beide raumfest.

e Bei beliebiger Richtung von @ nutiert die mo-
mentane Drehachse (= Rotationsachse @) um die
(ohne duBeres Drehmoment) raumfeste Drehim-
pulsachse (Nutation).

e Unter der Wirkung eines dufleren Drehmomentes
prizediert die Drehimpulsachse und zusitzlich
nutiert die momentane Drehachse um die Dreh-
impulsachse. Es gilt: dL/df = D.




Ubungsaufgaben

Die Bewegung eines solchen Kreises wird durch
die Eulerschen Gleichungen vollstindig beschrie-
ben.

Unsere Erde kann angenihert als symmetrischer
Kreisel beschrieben werden, der um die Achse
seines grofiten Tragheitsmoments rotiert. Sonne,
Mond und Planeten bewirken ein resultieren-
des duBeres Drehmoment, sodass die Erdachse

eine Prizessionsbewegung vollfiihrt mit einer
Prizessionsperiode von 25 850 Jahren.
AuBerdem bewirken zeitliche Verdnderungen der
Massenverteilung innerhalb der Erde eine (klei-
ne) Richtungsdifferenz zwischen Symmetrieach-
se und momentaner Drehachse. Deshalb fiihrt die
Drehachse eine unregelmifige Nutationsbewe-
gung um die Symmetrieachse aus.

UBUNGSAUFGABEN I

1. 4.

Man berechne den Schwerpunkt S eines homo-
genen Kugelsektors (Radius der Kugel R, halber
Offnungswinkel des Sektors sei o).

Wie grof} sind Trigheitsmoment, Drehimpuls und
Rotationsenergie der Erde,

a) wenn ihre Dichte gy als homogen angenom-
men wird?

b) wenn fiir »r < R/2 die homogene Dichte o,
doppelt so hoch ist wie o, fiir r > R/2?

¢) Wie wiirde sich die Winkelgeschwindigkeit der
Erde #indern, wenn alle Menschen (n =5-10°
a 70kg) zur selben Zeit synchron am Aquator
nach Osten mit der Beschleunigung a = 2 m/s?
zu laufen beginnen wiirden?

Eine zylindrische Scheibe mit dem Radius R und
der Masse M dreht sich mit der Winkelgeschwin-
digkeit wp =27 -10s~' um die Zylinderachse
(R=10cm, M =0,1kg).

a) Berechnen Sie Drehimpuls L und Rotations-
energie Eq.

b) Ein Kifer der Masse m = 10 g fillt senkrecht
auf den Rand der rotierenden Scheibe und hilt
sich dort fest. Wie grof sind nun w, L und E;y?
¢) Der Kifer kriecht nun langsam in radialer Rich-
tung zum Mittelpunkt der Scheibe. Wie grof} sind
nun w(r), J(r) und E,u(r) als Funktion seines
Abstandes r vom Mittelpunkt?

Die Dichte o eines Kreiszylinders (Radius R, Ho-
he H) nehme gemiB o(r) = 0o(1 + (r/R)?) mit
dem Abstand r von der Figurenachse zu.

a) Wie grof} ist sein Tridgheitsmoment bei Ro-
tation um die Figurenachse, wenn R = 10cm,
00 = 2kg/dm? sind?

b) Wie lange braucht der Zylinder, um auf ei-
ner schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel
a = 10° aus einer Hohe von h = 1 m herabzu-
rollen?

Man berechne die Rotationsenergie des Nas-
Molekiils, das aus drei Na-Atomen (m =23
AME) besteht, die ein gleichschenkliges Drei-
eck mit dem Scheitelwinkel o = 79° und einer
Schenkelldnge d = 0,32 nm bilden, bei Rotation
um jeweils eine der drei Haupttrigheitsachsen
mit dem Drehimpuls L = /I - (I + 1)h.

Eine anfangs ruhende holzerne Stange der Lan-
ge L = 0,4 m und der Masse M = 1 kg kann sich
um eine zur Stange senkrechte vertikale Achse
durch den Schwerpunkt S drehen. Das Ende der
Stange wird von einem Geschoss (m = 0,01 kg)
mit der Geschwindigkeit v =200 m/s getroffen,
das sich horizontal, senkrecht zur Stange und
zur Drehachse, bewegt und im Holz stecken
bleibt. Wie grof} sind Winkelgeschwindigkeit w
und Rotationsenergie E,, der Stange nach dem
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5. Dynamik starrer ausgedehnter Korper

Stof3? Welcher Bruchteil der kinetischen Ener-
gie des Geschosses ist in Wirme umgewandelt
worden?

Eine homogene Scheibe mit der Masse m und
dem Radius R rotiert mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit wy um eine feste Achse durch
S senkrecht zur Scheibenebene. Zur Zeit t =0
beginnt ein Drehmoment D = Dge™* zu wir-
ken. Wie grof} ist die Winkelgeschwindigkeit

w(1)? Zahlenbeispiel: wp = 10s~!,m =2kg, R =
10cm,a=0,1s"!, Dy = 0,2 Nm.

Ein Vollzylinder und ein diinnwandiger Hohl-
zylinder mit gleicher Masse und gleichen Au-
Benradien rollen mit gleicher Anfangswinkelge-
schwindigkeit @y auf einer horizontalen Ebene
und danach eine schiefe Ebene herauf. Bei wel-
cher Hohe % kehren sie um? (Reibung vernach-
lassigt). Zahlenbeispiel: R = 0,1 m, wg = 15 sl




Literaturquelle [1]: Paus: Physik in Experimenten und Beispielen, 3. aktualisierte Auflage, Hanser-Verlag Miinchen 2007
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