10. Interferenz, Beugung und Streuung

Literatur:
Demtréder - Ex-Physik-2

Aus der Linearitat der Wellengleichung

1 9’E
AE= c2 at2
folgt, dass mit beliebigen Lésungen E; und E; auch
jede Linearkombination E = aE; +bE; eine Ldsung
von (10.1) ist.

Um das gesamte Wellenfeld E(r,t) in einem be-
liebigen Raumpunkt P zur Zeit t zu erhalten, muss
man die Amplituden der sich in P Uberlagernden Teil-
wellen E;(r,t) addieren (Superpositionsprinzip). Die
Gesamtfeldstarke

E(r,t) = Z A (r, t)eiom

(10.1)

(10.2)

des Wellenfeldes hangt sowohl von den Amplituden
An(r,t) als auch von den Phasen ¢, der sich (ber-
lagernden Teilwellen ab. Sie ist im allgemeinen Fall
sowohl orts- als auch zeitabhéngig.

Diese Uberlagerung von Teilwellen heift Interfe-
renz (siehe auch Bd.1, Abschn.11.10). Das gesamte
Raumgebiet, in dem sich Teilwellen Gberlagern, bildet
das Interferenzfeld, dessen raumliche Struktur durch
die ortsabhingige Gesamtintensitat I(r,t) oc |E(r, t)|?
bestimmt wird. R&umliche Begrenzungen des Wellen-
feldes kdnnen einen Teil der interferierenden Wellen
unterdrticken, die dann in der Summe (10.2) fehlen
(siehe Abschn.10.7 und 11.3.4). Diese unvollstandige
Interferenz fihrt zu Beugungserscheinungen, wel-
che eine zusatzliche Strukturierung des Wellenfeldes
verursachen.

10.1 Zeitliche und raumliche Koharenz

Eine zeitlich stationére Interferenzstruktur kann nur
dann beobachtet werden, wenn sich die Phasendiffe-
renzen Agp = ¢j — ¢k zwischen beliebigen Teilwellen

Ej, Ex im Raumpunkt P(r) wahrend der Beob-
achtungsdauer At um weniger als 2z &ndern. Man
nennt die Teilwellen dann zeitlich kohé&rent. Eine sich
zeitlich &ndernde Phasendifferenz A¢ kann mehrere
Ursachen haben:

1. Die Frequenz v kann sich zeitlich &ndern

2. Die Lichtquelle sendet endliche Wellenziige mit
statistisch verteilten Phasen aus

3. Der Brechungsindex des Mediums zwischen Quelle
und Beobachter kann zeitlich fluktuieren

Die maximale Zeitspanne At., wahrend der sich
Phasendifferenzen zwischen allen im Punkt P Uber-
lagerten Teilwellen um hochstens 27 dndern, heif3t
Koharenzzeit.

Um uns dies klar zu machen, betrachten wir eine
Lichtquelle, die Licht mit der Zentralfrequenz vy und
der spektralen Breite Av aussendet. Dieses Licht kann
als Uberlagerung vieler monochromatischer Teilwel-
len mit Frequenzen v innerhalb des Frequenzintervalls
vo & Av/2 aufgefasst werden.

Die Phasendifferenz Ag zwischen solchen Teil-
wellen mit den Frequenzen v; =vy— Av/2 und
V2 = vg+ Av/2 ist fir Ap(ty) = 0:

Ap(t) =2 (v2 —v)(t —to) .

Sie wéchst linear mit der Zeit t an. Nach der Koharenz-
zeit At, =1/Av ist sie auf Ap(At;) = 27 angewach-
sen. Die Kohérenzzeit At; einer Lichtwelle ist also
gleich dem Kehrwert der spektralen Frequenzbreite Av
(Abb.10.1):

1
At(;:_

o (10.3)

Fur alle anderen Komponenten, deren Frequenzdif-
ferenz kleiner als Av ist, ist Ap(At.) < 27. Die
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Abb.10.1a-c. Zur zeitlichen Kohérenz einer Welle mit
der spektralen Frequenzbreite Av. Die Kohérenzzeit ist
Ate = 1/ Av. (a) Spektralverteilung 1(v); (b) zeitliche Uber-
lagerung zweier Teilwellen; (c) zeitlicher Verlauf der
Gesamtfeldstarke aller Komponenten in (a)

Uberlagerung aller Komponenten enthalt daher alle
Phasendifferenzen zwischen 0 und 27z, und fir den
zeitlichen Mittelwert der Uberlagerung gilt:

Ate

1 iom _
(E(r,t)):A—tc/ZAm(r)e‘/’ dt=0.
0 m

Man kann dies auch folgendermafen darstellen: Die
Uberlagerung aller Komponenten E;(v) fiihrt zu ei-
nem zeitlich abklingenden endlichen Wellenzug E(t),
der nach der Kohdrenzzeit At. auf 1/e seiner Anfang-
samplitude abgeklungen ist (Abb.10.1c). Die Strecke

P4 (r;)

T 2n

(p(r1) =(p0+ 7\’ AS1

A = (1) — (1)

a) Pa(r2)
S ! As,
| [ ]
—_— ' P

X Li Koharenz-
; Fe flache

_— L (N

7 P2

b) AV, = Fg- As,

Abb.10.2. (a) Phasendifferenz Ar¢ zwischen den Phasen
@(r1) und ¢(rp) einer monochromatischen Welle an zwei
verschiedenen Raumpunkten; (b) Kohérenzflache F; und
Kohérenzvolumen

As. = C- At, die das Licht wahrend der Kohéarenz-
zeit At; zurucklegt, heilSt Koharenzlange.

Die Phasendifferenzen Agj zwischen den Teil-
wellen E; und Ey konnen flr die verschiedenen Orte
P(r) des Uberlagerungsgebietes durchaus verschie-
den sein, weil die Phasendifferenzen Ag; = (27r/Ai) As
bei gleicher Wellenldnge A noch vom Weg As = SP
zwischen Lichtquelle S und Beobachtungspunkt P
abhangen. Andert sich die raumliche Differenz

Argi = ¢i(r1) — ¢i(r2) (10.4)
der Phase ¢j einer beliebigen Teilwelle E; wahrend der
Beobachtungszeit At um weniger als 2, so heifit das
Wellenfeld raumlich kohérent (Abb. 10.2). Die Flache
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung, auf der Arg; =0
erfillt ist, heil’t Koharenzflache F..

Das Produkt aus Kohéarenzflache und Kohérenzlan-
ge As; heit Koharenzvolumen AV, [10.1].

Nur innerhalb des Kohéarenzvolumens kdnnen
Interferenzstrukturen beobachtet werden.
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10.2. Erzeugung und Uberlagerung koharenter Wellen

BEISPIELE

1. Fir Licht mit der Spektralbreite Av=2-10°Hz
(typische Dopplerbreite einer Spektrallinie im
sichtbaren Bereich) ist Ato=1/Av=5-10"1s,
Die Kohdrenzlange As. =c- At betrdgt dann
ASe =0,15m.

2. Eine ebene Welle

E=A. ei(wt—kvl’)

ist auf der gesamten Ebene k-r = const rdumlich
kohdrent. Ist sie monochromatisch (Av = 0), so ist
ihre Kohé&renzlange unendlich groR. Die Welle ist
dann im gesamten Raum kohdrent. Ist ihre Fre-
quenzbreite Av > 0, so ist sie nur in einem Volumen
mit der Lange As; = vpp/Av =c/(n- Av) im Medi-
um mit Brechungsindex n, das aber senkrecht zu k
unendlich ausgedehnt ist, koh&rent.

3. Eine monochromatische Kugelwelle ist im gesam-
ten Raumgebiet kohdrent. Allgemein gilt: Wellen,
die von ,,punktférmigen® Lichtquellen (die es na-
tirlich nur als idealisierte Naherung gibt) emittiert
werden, sind im gesamten Raumgebiet raumlich
kohdérent.

Wir wollen nun diese Begriffe Kohdrenz und
Interferenz an mehreren Beispielen fur die experi-
mentelle Realisierung kohérenter Wellen und ihrer
Uberlagerung demonstrieren.

10.2 Erzeugung und Uberlagerung
koharenter Wellen

Um koharente Teilwellen zu erzeugen, deren Uberlage-
rung zu beobachtbaren Interferenzerscheinungen fihrt,
gibt es prinzipiell zwei Methoden:

e Die Sender (d.h. die Erregerzentren fur die Teil-
wellen) werden phasenstarr miteinander gekoppelt
(Abb. 10.3).

e Die von einer Quelle S ausgehende Welle wird
in zwei oder mehr Teilwellen aufgespalten, die
dann verschieden lange Wege durchlaufen, bevor
sie wieder Uberlagert werden und in den Punkten
P; oder P, beobachtet werden kénnen (Abb. 10.4).

Die erste Methode lasst sich experimentell fiir akus-
tische Wellen realisieren (siehe Bd. 1, Abschn.11.10),

Phasen-
kopplung

Phasen-
kopplung

Lo

Abb. 10.3. Phasenstarre Kopplung zweier Quellen L; und
L, an einen Sender S zur Erzeugung kohérenter Teilwellen,
die sich im Interferenzgebiet mit zeitlich konstanten, aber
ortsabhéngigen Phasendifferenzen Ag(r) tiberlagern

indem man z.B. zwei oder mehr rdumlich getrennte
Lautsprecher L; durch die gleiche Wechselspannungs-
quelle antreibt.

Im Fall von Lichtwellen sind die Sender energetisch
angeregte Atome (siehe Bd. 3), die im Allgemeinen un-
abhéngig voneinander mit statistisch verteilten Phasen
Lichtwellen emittieren. Das von der gesamten Licht-
quelle ausgesandte Licht ist deshalb inkohérent, sodass
die erste Methode fir klassische Lichtquellen (z.B.
Gluhlampen, Gasentladungslampen, Sonne) nicht ohne
weiteres anwendbar ist.

Durch eine kohé&rente Lichtwelle kann man die Ato-
me zu phasengekoppelten erzwungenen Schwingungen
anregen (siehe Abschn.8.2). So schwingen z.B. alle
Atome auf einer Ebene z =1zy in Abb.8.4 in Phase.
Dies setzt jedoch die Existenz einer kohérenten anre-
genden Welle voraus. Mit speziellen Lichtquellen, den
Lasern, lassen sich solche koharenten intensiven Licht-
wellen erzeugen, und unter speziellen Bedingungen ist

AS = 32 31
=3
s
y
E,i+E E, Ei+E
Se S= ° P,
St 7 ST,
2n P,
Ap===A 2
P n S

Abb. 10.4. Zweistrahl-Interferenz durch Strahlteilung in zwei
Teilblindel, die nach Durchlaufen unterschiedlicher Wege
wieder Uberlagert werden
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310 10. Interferenz, Beugung und Streuung

es auch moglich, zwei verschiedene Laser phasenstarr
miteinander zu koppeln. Solche Laser werden oft zur
Demonstration von Interferenz- und Beugungsphéano-
menen verwendet, weil ihre Intensitat wesentlich hther
und das Kohéarenzvolumen speziell stabilisierter La-
ser wesentlich groRer ist als das Ublicher Lichtquellen.
Man nennt deshalb solche speziellen Laser auch ko-
hérente Lichtquellen. lhre physikalischen Grundlagen
setzen Kenntnisse der Atomphysik voraus, sodass sie,
ebenso wie die technische Realisierung, ausfuhrlich in
Bd. 3 besprochen werden.

In den meisten Féllen ist man in der Optik je-
doch, auch bei Verwendung von Lasern, auf die zweite
Methode angewiesen, um Interferenzphdanome zu stu-
dieren, d.h. man verwendet eine Lichtquelle, deren
ausgesandte Strahlung durch verschiedene Arten von
Strahlteilern so aufgespalten wird, dass die einzelnen
Teilwellen unterschiedliche Weglédngen durchlaufen,
bevor sie wieder tberlagert werden.

Uberlagert man zwei Teilwellen, so spricht man von
Zweistrahl-Interferenz im Gegensatz zur Vielstrahl-
Interferenz bei der koharenten Uberlagerung vieler
Teilwellen.

Die Interferenz bildet die Basis fir alle Inter-
ferometer. Dies sind Anordnungen, bei denen die
Zweistrahl- oder Vielstrahl-Interferenz ausgenutzt wird
zur Messung von Wellenlangen. Auch Anderungen
kleiner Strecken im Submikrometerbereich oder von
Brechungsindizes transparenter Medien und ihrer Ab-
héngigkeit von Temperatur oder Druck kdnnen mit
ihnen bestimmt werden.

Man beachte:

Interferenzerscheinungen als rdumlich strukturierte,
zeitlich konstante Intensitéatsverteilung I(r) der Uber-
lagerten Wellen lassen sich nur in einem begrenzten
Raumgebiet der Uberlagerten Wellen beobachten, in
dem die Wegdifferenzen As kleiner sind als die Ko-
hérenzlange As; = ¢ - At.. Wir werden sehen, dass das
Kohérenzvolumen sowohl von der raumlichen als auch
von der zeitlichen Kohéarenz des Wellenfeldes abhangt.
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328 10. Interferenz, Beugung und Streuung

10.5 Beugung

Als Beugung bezeichnet man in der Optik das Phé-
nomen, dass ein Lichtbindel beim Durchgang durch
begrenzende Offnungen oder beim Vorbeigang an Kan-
ten nicht transmittierender Medien, die einen Teil des
Lichtbundels absorbieren oder reflektieren, teilweise
aus seiner urspriinglichen Richtung abgelenkt wird.
Man beobachtet dann Licht auch in solchen Richtun-
gen, in die es nach der geometrischen Optik nicht
kommen diirfte.
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10.5. Beugung

10.5.1 Beugung als Interferenzphdnomen

Wir betrachten in Abb. 10.35 N regelméaRig angeordne-
te Oszillatoren mit dem Abstand d auf der x-Achse, die
durch eine in z-Richtung laufende Welle zu erzwun-
genen Schwingungen angeregt werden und deshalb
wieder Wellen abstrahlen. In der Ebene z = zg sind alle
Oszillatoren in Phase.

Wenn wir die Gesamtamplitude der von allen Os-
zillatoren in die Richtung 6 gestreuten Welle berechnen
wollen, missen wir berlicksichtigen, dass die einzelnen
Teilwellen verschieden lange Wege durchlaufen. Der
Wegunterschied zwischen benachbarten Teilwellen ist
As =d-siné. Er verursacht einen Phasenunterschied

2 2
Ag = TNAS - T”d sing (10.38)

zwischen benachbarten Teilwellen.

Die Gesamtamplitude von N streuenden Atomen
auf der Geraden in x-Richtung in Abb.10.35 ist
dann fur gleiche Teilamplituden Aj = A der einzelnen
Streuer:

E=A. zN: gl@t+e)) — A | giot ZN: el (i-D4g ,
j=1 j=1
wenn wir die Phase der ersten Teilwelle ¢; =
Die Summe der geometrischen Reihe ist:

Z eli—D4g _

0 setzen.

eiNdy _ 1

T (10.39)

gl %A(p _ efi %A(p
" eildg/2 _ g-iAg/2
oi Nt ag SIN [(N/2)Ag]
sin(Ag/2)
Die Intensitdt | = ceo| E|? der Welle in Richtung 6 ist
dann mit (10.38)
sin? [Nr(d/A) sin 6]
sin? [r(d/A) sin 6]

=z

iN=1
e| Ag

N‘

10) = o (10.40)
wobei Iy = cegA? die von einem Sender ausgestrahl-
te Intensitat ist. Der Verlauf dieser Funktion héngt
entscheidend vom Verhéltnis d/A ab.

Fir d < A hat 1(6) nur ein Maximum fir 6 =0
und fallt dann fur groere Werte von 6 auf 1 =0 ab
(siehe Bd. 1, Abschn. 11.11). Wir wollen uns das Ver-
halten von 1(0) fir kleine Winkel 0 ansehen, wo die
Né&herung sin6 ~ 6 gilt. Fir d < A und sind « 1 ist

xA
z
—— [
? Phasenflachen
E d der Welle in
0 ¢ ) ’/7 Richtung 6
//e ///

Augenlinse

Phasenflache
der einfallenden
Welle

Abb. 10.35. Zur Herleitung von (10.40)

auch w(d/1) sin@ « 1, und wir kénnen (10.40) daher

schreiben als

sin? x
X2

1) = N?lo- (10.41)
mit X = Nzz(d/A) sin@. Die Funktion (sinx/x)? ist in
Abb. 10.36 dargestellt. Man sieht, dass sie nur im
Bereich —m < x < +m groRere Werte annimmt. Die
Flache unter dem zentralen Maximum
T sin? x sin2x
/ dx ~0,9- / >— dx
X2 X

—TT —0oQ
enthalt etwa 90% der gesamten in alle Winkel 6
gestreuten Intensitat.

Ist die Breite D = N -d der Oszillator-Anordnung
grof3 gegen die Wellenlange A (N -d > 1), so folgt
fir den Bereich |x| < dass sinf < x/m <1, d.h.
die Intensitat 1(0) hat nur merkliche Werte in einem
sehr engen Winkelbereich |A6] =1/(N-d) <1 um
die Richtung 6 = 0 der einfallenden Welle.

(10.42)

BEISPIEL

D =1cm,
5.1075.

A =500nm = sinf < 5-107/1072 =

Dieses Ergebnis macht folgende erstaunliche Tatsa-
che deutlich:

Obwohl jeder einzelne Oszillator seine Strahlungs-
energie in alle Raumrichtungen von 6 = —x bis
6 = 4 abstrahlt, fuhrt die Uberlagerung von regel-
maRig angeordneten Oszillatoren mit einem Abstand
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1 A (sinx/x)2

90(%

| I 1 |
—21 —T 0 T 2n

Abb. 10.36. Die Funktion (sin x/x)?

>y

d < XA zu einer Gesamtintensitat, die im Wesentlichen
in Vorwadrtsrichtung in einem engen Winkelbereich
6 = 0+ A6 emittiert wird. Die Grofe A6 hdngt ab von
der Gesamtbreite D der Oszillatoranordnung. Die hal-
be FuBpunktsbreite der Intensitatsverteilung 1(0) Io -
(sinx/x)% in Abb. 10.36 ist

AX=m= A0=x/(N-d)=1/D.

Fur D — oo geht A6 — 0 (Abb. 10.37).
Die Ausbreitung der Wellen in Richtung 6 # 0 heif3t
Beugung. Wir sehen, dass sie durch Interferenz vieler

A1)
NZ1,

—

sin ©

-0,01 0 0,010,02
]
2)/(N-d)

Abb. 10.37. Die Streuintensitat 1(0) fird <Aund D=N-d

= 100x. Die FuBpunktsbreite A« zwischen den Nullstellen

von 1(0) ist A9 =2x/(N -d)

Teilwellen zustande kommt und nur durch die endliche
raumliche Begrenzung der Oszillatoren bzw. die Be-
grenzung des einfallenden Lichtblndels bewirkt wird.

Man beachte:

Die Gesamtamplitude der N in Phase schwingenden
Oszillatoren, die jeweils eine Welle mit der Ampli-
tude Ag aussenden, ist N - Ag, ihre Intensitat in der
Vorwartsrichtung ist dann N2A3 d.h. N dieser Oszil-
latoren haben nicht die Gesamtintensitat N1y (wie man
naiv annehmen konnte).

10.5.2 Beugung am Spalt

Wenden wir das im vorigen Abschnitt vorgestellte Mo-
dell auf den Durchgang einer ebenen Welle durch einen
Spalt der Breite b an (Abb.10.38), so missen wir
Folgendes bedenken:

Jeder Raumpunkt P im Spalt ist Ausgangspunkt
einer Kugelwelle, weil sich elektrische und magneti-
sche Feldstarke der einfallenden Welle in P zeitlich
andern und deshalb dort (auch im Vakuum!), wie durch
die Maxwell-Gleichungen beschrieben, neue Felder E
und B bilden, die zu Sekundarwellen Anlass geben.
Diese Sekundarwellen Uberlagern sich (Huygenssches
Prinzip, siehe Bd. 1, Abschn. 11.11).

Ersetzen wir einen Sender in Abb. 10.35 durch ei-
ne Strecke Ab von kontinuierlich verteilten Sendern,
so haben wir im Spalt N =b/Ab ,,Senderstrecken®,
deren Senderamplitude A = N - Ag - Ab/b proportional
zur Lange Ab ist. Statt (10.40) erhalten wir dann:

. (10.43)

2 -2 .
16)= N2 1o (%) sin? [(b/2) sin6]

sin? [r(Ab/2) sin 6]
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/4 /2

Abb. 10.39. Intensitéatsverteilung 1(6) bei der Beugung am
Spalt fur verschiedene Werte des Verhdltnisses b/x von
Spaltbreite b zu Wellenlange A

wobei lg die von einem Senderelement Ab emittier-
te Intensitat ist. Mit der Abkirzung x = - (b/A) sin6
und Ab =b/N wird daraus:

sin? x
sin(x/N)
Lassen wir nun N — oo gehen, d.h. Ab — 0, so geht
sin(x/N) — x2/N2, N2 I geht gegen die Gesamtin-
tensitat Is des Spaltes und wir erhalten:

10) = Iy (10.44)

a2
. sSin® X
lim 1(6) = N? Ig- =g
N— o0

sin’ x
X2 ' ’

X2

(10.45)

Diese bereits in Abb.10.36 gezeigte Funktion ist in
Abb. 10.39 als Funktion des Beugungswinkels 6 auf-
getragen. Das meiste Licht geht geradeaus (¢ = 0). Die
Verteilung 1(6) wird null fur siné = A/b, hat aber fir
6 > A/b noch viele mit wachsendem 6 immer Kkleiner
werdende Maxima.

Dies kann man sich auch anschaulich klar machen
(Abb.10.40). Fur sin@ = A/b ist der Wegunterschied
As zwischen dem ersten und dem letzten Teilblndel
im gebeugten Licht gerade Asy = A. Teilt man das ge-
samte gebeugte Lichtblindel in zwei Halften, so gibt es
zu jedem Teilbundel in der ersten Hélfte genau ein Teil-
bundel in der zweiten Halfte mit dem Wegunterschied
As = A /2, sodass sich alle diese Teilbindel durch de-
struktive Interferenz ausldschen. Fir As = 3/2A teilt
man in drei gleiche Teilbundel auf, von denen sich zwei
durch destruktive Interferenz ausléschen, wahrend das
dritte Teilbtndel Ubrigbleibt (erstes Nebenmaximum

in 1(6)).

Asy = 12b-sin6
=1/3 A flrsin 6 =2/b

Abb. 10.40. Zur anschaulichen Darstellung der Intensitatsmi-
nima fir sin = 1/b

Die Intensitatsverteilung 1(6) ist fur verschiedene
Verhéltnisse b/ in Abb. 10.39 dargestellt. Unabhéngig
vom Wert b/A geht in das zentrale Beugungsma-
ximum der Bruchteil 0,9 der gesamten vom Spalt
durchgelassenen Lichtleistung (siehe (10.42)).

Fir b > A wird das zentrale Maximum von 1(9)
sehr schmal, d.h. seine FuBpunktsbreite A6 = 2i/b
wird Kklein: Das Licht geht im Wesentlichen geradeaus
weiter.

BEISPIEL

b = 10001 = A9 =2-103rad £ 0,11°.

Man beachte jedoch, dass auch bei durch die Beu-
gung bedingten kleinen Divergenz eines parallelen
Lichtblndels dessen Bundeldurchmesser groRer wird.
Fur 2 =500 nm ist der Blindeldurchmesser am Spalt:
b =0,5mm, in einer Entfernung von d = 1 m hinter
dem Spalt aber schon b+d - A6 =~ 2,5mm. Das Licht-
bundel ist dort aufgrund der Beugung bereits auf den
funffachen Durchmesser aufgeweitet.

Fir b <X gibt es kein Minimum mehr fiir die
Funktion 1(6), weil das Minimum gemé&R (10.43) bei
sin 6 = A /b auftreten muss. Das zentrale Beugungsma-
ximum ist Uber den ganzen Halbraum hinter dem Spalt
ausgedehnt. Man sieht deshalb keine Beugungsstruktu-
ren mehr, sondern eine monoton abfallende Verteilung
der Intensitat 1(9) Uber alle Winkel 6 von 0 bis £7/2.
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Die durch einen Spalt der Breite b transmittier-
te Intensitat einer Welle mit Wellenléange A zeigt
eine Beugungsverteilung 1¢(6) um die Einfalls-
richtung 6 = 0, die abhangt vom Verhéltnis A /b.
Fur A/b <« 1 gibt es ein zentrales Beugungs-
maximum mit einer FulRpunktbreite A6 = 2A/b
und kleinere Nebenmaxima bei 6, = +(2m +
DA/2b. Fur A/b > 1 ist die Intensitat I; des
zentralen Maximums tber den gesamten Winkel-
bereich |6| < 90° verteilt.

Bei der Beugung einer ebenen Welle, die senkrecht
auf eine kreisformige Blende mit Radius R fallt, muss
die Intensitéatsverteilung 1(0) der gebeugten Welle rota-
tionssymmetrisch um die Symmetrieachse der Blende
sein (Abb.10.41). Die etwas aufwéndigere Rechnung
([10.10], siehe auch Abschn. 10.6) ergibt statt (10.43)
die Verteilung

2
16) = Io- <2J;(X)>

(10.46)

Abb.10.41. Ringférmige Beugungsstruktur hinter einer
Kreisblende, die mit parallelem Licht beleuchtet wird.
Aus M. Cagnet, M. Francon, J.C.Thrierr: Atlas optischer
Erscheinungen (Springer, Berlin, Gottingen 1962)

0

Abb. 10.42. Aquivalenz der Beugung des durch eine Blen-
de transmittierten Lichtes und des an einem Spiegel gleicher
Breite b reflektierten Lichtes

mit

X = ZJT—R -sing

A

wobei Ji(x) die Besselfunktion erster Ordnung ist.
Die Intensitatsverteilung (10.46) hat Nullstellen bei
X1=1,22m, X, =2,16m, ..., sodass die erste Nullstel-
le von 1(6) beising; = 0,61 1/R liegt.

Die Lage der Nebenmaxima Iy, und ihre Intensita-
ten sind:

||\/|1 =0,0175 lg bei
Im, =0,004151y  bei
Im; = 0,0016 o bei

sinow, =0,8151/R,
sinfv, =1,32A/R,
sinw, =1,851/R.

Man beachte:

Beugungserscheinungen lassen sich nicht nur beim
Durchgang eines Lichtbundels durch eine begrenzende
Offnung beobachten, sondern auch bei der Reflexion
an einer begrenzten Spiegelflache (Abb. 10.42). So er-
hélt man z.B. durch Reflexion an einer spiegelnden
Kreisflache ein Beugungs-Intensitatsmuster im reflek-
tierten Licht, das vollig dem im transmittierten Licht
durch eine Offnung der gleichen Form entspricht (siehe
Abschn. 10.7.5).

10.5.3 Beugungsgitter

Fallt eine ebene Welle senkrecht auf eine Anordnung
von N parallelen Spalten in der Ebene z =0 (Beu-
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o

[+—d—+]

BAANNN

Abb. 10.43. Beugungsgitter von N parallelen Spalten, das
senkrecht von einer ebenen Lichtwelle beleuchtet wird

—| b =

gungsgitter, Abb. 10.43), so ist die Intensitatsverteilung
1(0) durch zwei Faktoren bestimmt:

e Die Interferenz zwischen den Lichtblindeln der
verschiedenen Spalte. Die daraus resultierende Ver-
teilung entspricht genau der im Abschn.10.5.1
behandelten koharenten Emission von N Sendern,
die zur Intensitatsverteilung (10.40) fuhrte.

e Die durch die Beugung an jedem Spalt verursachte
Intensitatsverteilung (10.43).

Ist b die Spaltbreite und d der Abstand zwischen be-
nachbarten Spalten, so ergibt sich geméal (10.43) und
(10.40) fir die in Richtung 6 gegen die z-Richtung

emittierte Intensitat
sin? [z(b/A) sin 6]
[7(b/3)sin6]’

10) =ls-

sin? [N7(d/A) sin 6]

sin? [x(d/3) sin 6] (1047)

wobei s die von einem einzelnen Spalt durchgelassene
Intensitat ist. Der erste Faktor beschreibt die Beugung
am Einzelspalt und der zweite Faktor die Interferenz
zwischen N Spalten.

Maxima von 1(6) treten in denjenigen Richtun-
gen auf, fir welche der Wegunterschied zwischen
aquivalenten Teilbiindeln aus benachbarten Spalten

As=d-sind=m-A (10.48)

ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenldnge A ist. Wie
groR diese Maxima sind, hangt von der Beugungs-
verteilung der Einzelspalte, d. h. vom ersten Faktor in
(10.47) ab. Die Beugung sorgt dafir, dass Uberhaupt
Licht in die Richtungen 6 > 0 gelangt. Je breiter die
Spalte sind, desto geringer werden die moglichen Win-
kel 8, bei denen noch eine merkliche Intensitat 1(9)
auftritt.

In Abb. 10.44 ist als Beispiel die Verteilung 1(6) fir
ein Beugungsgitter aus acht Spalten gezeigt, bei dem
das Verhaltnis d/b von Spaltabstand d zu Spaltbreite b
den Wert 2 hat.

. Beugungsverteilun
\\/ gung 9
\\\ Interferenzmaximum
0.Ordnung  »—" 1.Ordnung

Abb. 10.44. Intensitatsverteilung 1(0) bei einem Beugungs-
gitter mit acht Spalten, bei dem d/b =2 ist. In die zweite

0.

3.0Ordnung Sin 6

Interferenzordnung gelangt wegen des Beugungsminimums
kein Licht

Demtroder -Experimentalphysik 2

333



334

10. Interferenz, Beugung und Streuung

Die einzelnen Hauptmaxima heilen Beugungs-
maxima m-ter Ordnung (besser sollten sie Interferenz-
maxima genannt werden). Wie man aus (10.48) sofort
sieht, ist die hochste mogliche Ordnung mmax Wegen
sin® < 1 durch

Mmax = d/A,

also durch das Verhéltnis von Spaltabstand d zu Wel-
lenldnge X gegeben. Die Hauptmaxima treten auf,
wenn der Nenner des zweiten Terms in (10.47) null
wird. Der 2. Faktor hat dann den Wert N2, sodass die
Intensitat in den Hauptmaxima durch die Beugungs-
verteilung des ersten Faktors (gestrichelte Kurve in
Abb. 10.44) bestimmt wird.

Zwischen den Hauptmaxima liegen bei N Spalten
N — 2 kleine Nebenmaxima, bei Winkeln 6,,, flir die der
Zahler des zweiten Faktors in (10.47) den Wert 1 hat,
der Nenner aber # 0 ist, also fur

@p+Dr
2N -d
Die Hohe dieser Nebenmaxima kann man dem zweiten

Faktor in (10.47) entnehmen. Fir das p-te Maximum
erhalt man:

16 lo 1

() = N2 sin? [(2p+1)/(2N)]

was bei ungerader Zahl N fir das mittlere Maxi-
mum (p= (N —1)/2) dann | = lo/N? ergibt. Fiir
gentigend groBe N sind die Nebenmaxima also
vernachlassigbar.

Man sieht aus Abb. 10.44, dass die Intensitét in den
Interferenzmaxima m-ter Ordnung von der Winkelbrei-
te der Beugungsintensitat abhangt. Die Spaltbreite b
muss also gentigend klein sein, damit gentgend
Intensitat in die 1. Interferenzordnung gelangt.

Die Beugungsgitter spielen in der Spektroskopie
eine grole Rolle bei der Messung von Lichtwellenlan-
gen X. Allerdings braucht man dazu Gitter mit etwa
10° Spalten. Da diese Transmissionsgitter technisch
schwierig herzustellen sind, benutzt man Reflexions-
gitter, die durch Ritzen von Furchen in eine ebene
Glasplatte oder durch holographische Verfahren (siehe
Abschn. 12.4 hergestellt werden [10.11].

Um die Verhéltnisse bei Reflexion, Beugung und
Interferenz quantitativ darzustellen, fiihren wir zwei
verschiedene Normalenvektoren ein: Die Gitternor-
male, die senkrecht auf der Basisebene des ganzen

sinfp = (p=12,...N=-2).

Gitter-
normale .
Furchen- Ay =d-sina
urchen A2 — d'SlnB
normale AS=A{—Ap

Phasenflachen

b)

Abb. 10.45a,b. Optisches Reflexionsgitter. (a) Einfallender
und reflektierender Strahl liegen auf verschiedenen Seiten,
(b) auf der gleichen Seite der Gitternormalen

Gitters steht, und die Furchenflachennormale, die senk-
recht auf der geneigten Fldche einer Furche steht
(Abb. 10.45). Fallt eine ebene Welle unter dem Ein-
fallswinkel « gegen die Gitternormale ein, so besteht
zwischen den von benachbarten Furchen in Richtung 8
reflektierten Teilblndeln der Gangunterschied

AS=A1— Ay =d(Sina—sinp) , (10.49a)

wenn der Beugungswinkel 8 nicht auf der gleichen Sei-
te der Gitternormalen liegt wie der Einfallswinkel «
(Abb.10.45a). Liegen Einfalls- und Beugungsrich-
tung auf der selben Seite wie die Gitternormalen
(Abb. 10.45b), so gilt:

AS= A1+ Ay =d(Sina+sing) . (10.49b)

Damit man beide Félle mit der gleichen Formel be-
schreiben kann, wéhlt man folgende Konvention: Der
Einfallswinkel o wird immer als positiv definiert. Der
Beugungswinkel B wird als positiv definiert, wenn

Demtroder -Experimentalphysik 2



10.5. Beugung

Furchen-
normale

Abb. 10.46. Beugungshedingte Intensitatsverteilung des an
einer Furche des Gitters reflektierten Lichtes um den
Reflexionswinkel r =i =a —0

Einfalls- und Reflexionsstrahl auf der selben Seite der
Gitternormalen liegen, sonst ist 8 negativ. Man kann
dann fur beide Félle einheitlich schreiben:

As =d(sina+sin B) , (10.49c)

Man erhdlt bei vorgegebener Einfallsrichtung « nur
in solchen Richtungen B konstruktive Interferenz, fir
welche die Gittergleichung

d(sine+sing)=m-x (10.50)

erfllt ist.

Eine unter dem Winkel i gegen die Furchen-
Flachennormale einfallende Welle wird unter dem
Winkel r =i reflektiert. Man entnimmt Abb. 10.45,
dass i =a—6 und r =6 — g gilt (8 ist negativ!). Flr
den Furchennormalenwinkel 6 gegen die Gitternormale
(Blazewinkel) gilt also

oa+ B

7
Da der Einfallswinkel « im Allgemeinen durch die
Konstruktion des Gitterspektrometers fest vorgegeben
ist, der Winkel B aber durch den Furchenabstand
d und die Wellenldnge X bestimmt wird, kann der
Blazewinkel nach (10.50)

6= (10.51)

9 a 1 o m-ax
=3 +2arcsm[ 3 sma]
nur fur einen bestimmten Wellenlangenbereich opti-
miert werden.

Er wird so gewahlt, dass fur die Mitte A, des zu
messenden Wellenldngenbereiches AA der Winkel By,

bei dem das Interferenzmaximum m-ter Ordnung auf-
tritt, gleich dem Reflexionswinkel r = 6 — B ist. Dann
geht fast die gesamte reflektierte Intensitat in die m-te
Ordnung. Wegen der Beugung an jeder Furche der
Breite b wird das reflektierte Licht in einen Winkelbe-
reich A um B, =r — 6 gebeugt (Abb. 10.46), sodass
man einen groferen Wellenlangenbereich AA mit nur
wenig variierender Intensitat 1(8) messen kann.

BEISPIEL

Ein optisches Gitter mitd = 1 um werde mit parallelem
Licht (x = 0,6 pwm) unter dem Winkel o« = 30° beleuch-
tet. Die erste Interferenzordnung mit m =1 erscheint
nach (10.50) unter dem Winkel 8, fir den sin 8 = (A —
d-sinw)/d gilt, d.h. sing =0,1 = g~ +5,74°. Der
Beugungswinkel g liegt also auf der anderen Seite der
Gitternormale wie der Einfallswinkel «. Flir m = —1
erhalt man:

A
sinﬁ:—a—sinaz—l,l.

d. h. die 1. Ordnung tritt nicht auf. Der optimale Blaze-
winkel ist dann nach (10.51) 6 ~ 18° fur g = +6°, d. h.
r=i=12°.

Die FuBpunktsbreite der Intensitatsverteilung 1(B)
(d. h. der Winkelabstand A8 zwischen den beiden be-
nachbarten Nullstellen rechts und links von ;) um
das Maximum, das fir m = 1 bei dem Reflexionswin-
kel B = B, liegen moge, kann aus (10.47) fir 6 = B
berechnet werden zu A = X1/N -d.

Dies entspricht genau der Breite der Beugungsver-
teilung an einem Spalt der Breite b= N -d, also der
Breite des gesamten Gitters. Die Intensitéatsverteilung
der vom Gitter reflektierten Interferenzmaxima hat die
gleiche Winkelbreite wie das zentrale Beugungsmaxi-
mum bei einem Spiegel oder Spalt der Breite b= N -
d.

Ist der Blazewinkel ® so gewahlt, dass das ein-
fallende Licht senkrecht auf die Furchenfldche fallt
(¢ = 0), so wird die m-te Interferenzordnung fur die
Wellenlénge A in die Einfallsrichtung zuruickreflektiert
(B = @), wenn gilt:

As=2d-sina=m-A.

Gitter, die als wellenlangenselektierende Spiegel wir-
ken, die das Licht fur eine Wellenlénge in die Einfalls-

richtung reflektieren, obwohl der Einfallswinkel « £ 0
ist, heillen Littrow-Gitter (Abb. 10.47).
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10.7 Allgemeine Behandlung
der Beugung

Wir wollen nun einen allgemeinen Weg diskutieren,
wie man Beugungserscheinungen an beliebigen Off-
nungen oder Hindernissen berechnen kann. Obwohl
solche Berechnungen hdufig nur durch numerische
Verfahren maoglich sind, gibt die hier vereinfacht wie-
dergegebene Darstellung der Fresnel-Kirchhoffschen
Beugungstheorie einen vertieften Einblick in die
Grundlagen der Fresnelschen Beugung.

10.7.1 Das Beugungsintegral

Wir betrachten in Abb. 10.53 eine beliebige Offnung o
in einem Schirm, der in der x-y-Ebene z = 0 steht, und
wollen die Frage klaren, welche Intensitatsverteilung
sich in der x’-y’-Ebene z =z, ergibt, wenn die Off-
nung beleuchtet wird. In der Ebene z =0 mdge die
Feldamplitude

Es(X.y) = Eo(x, y) - e/¥®¥ (10.68)

sein. Stammt die Beleuchtung z. B. aus einer praktisch
punktférmigen Lichtquelle L im Punkte (0, 0, —g) die
eine Lichtwelle mit der Amplitude A gleichmaliig in
alle Richtungen emittiert, (Abb. 10.53b), so ist

A A
EoX,y) =—=———— und
o(X, y) R iy
¢ = (wt—KkR) . (10.68a)

Von einem infinitesimalen Flachenelement do(x, y) in
der Ebene z = 0 werden nach dem Huygensschen Prin-
zip Sekundarwellen abgestrahlt, die zur Feldstarke im
Punkte P(x’, y") den Beitrag
dEp = C. E37 9 ik (10.69)
Wie wir im Abschnitt 10.6.1 diskutiert haben, kann
der Proportionalitatsfaktor C durch C =i-cos6/A
ausgedriickt werden.

Die gesamte von einer Lichtquelle beleuchtete Off-
nung S des Schirmes bei z = 0 ergibt dann im Punkt P
die Feldamplitude

e—ikr
Ep:f/c-Es. — dxdy, (10.70)

wobei sich das zweidimensionale Flachenintegral
uber alle Flachenelemente do = dx-dy der Off-
nung erstreckt. Das Integral (10.70) heilt Fresnel-
Kirchhoffsches Beugungsintegral.
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v v
J r v
X X
a) z=0 zZ =12,
1 Edo
R +—~o _
z=12, ,
L ¢ N
2=0 P(X, y)

b)

Abb. 10.53a,b. Zur Herleitung des Fresnel-Kirchhoffschen
Beugungsintegrals

Ist die Entfernung r zwischen den Punkten S(x, y)
in der Blendendffnung und dem Beobachtungspunkt
P(x’, y") groR gegen die Werte X, y der Blendenpunkte,
so kann man wegen x/zo < 1, y/zo <« 1im Nenner von
(10.70) r &~ zg setzen. Die Phase im Exponenten hangt
jedoch empfindlich von der Entfernung r ab. Deshalb
mussen wir hier eine bessere Naherung verwenden. In
der Taylor-Entwicklung der Wurzel

r= \/zg+(x—x’)2+(y—y’)2 (10.71)

(x—=x)2 (y—y)? )
~7p(1
o( + 225 + 225 +

berticksichtigen wir deshalb alle Glieder bis zum qua-
dratischen Term und vernachl&ssigen erst die héheren
Terme. Mit cos® =zp/r ~1 und C = (i/1) (siehe
10.62) wird dann das Beugungsintegral (10.70)

+00 +00

efikZO
E(X. Y. 20 =i //Es(x,y) (10.72)
AZg

—00 —00

_ik
-exp [ﬁ ((x=x")2+(y— y/)z)} dx dy.

Man kann damit bei Kenntnis der Feldverteilung
E (X, y) Uber eine Flache z = 0 die Feldverteilung
E(X', Y, zo) in einer Ebene z = z; berechnen.

Die hier verwendete N&herung heillit Fresnel-Nahe-
rung. Ist der Durchmesser der beugenden Flache sehr
klein gegen zp, so kann man die Naherung weiter
vereinfachen. Wenn gilt:

1
20 > (x*+y?) ,

so lassen sich die quadratischen Terme x2, y? in

(10.71) vernachlassigen, d. h.

XX/ / X/2+ 2

(12O
5 75 275

Ziehen wir nun die quadratischen Terme in x’, y" vor
das Integral (10.72) (weil die Integration Giber x und y
erfolgt), so hangt die Phase linear von x und y ab und
es ergibt sich statt (10.72):

+00 +00

E(X/a y/’ ZO) = A(X/v y/’ ZO) / / ES(X’ Y)

o %
ik
-exp [t—l (x'x+ y’y)} dx dy (10.73)
0
mit
i —ikZO ] ; R
A(X” y/’ Z0) = . e(fln)/()»z).(x +y?) '

AZg

Diese Né&herung heil’it Fraunhofer-Beugung, bei
der die Beugungungserscheinungen im Fernfeld beob-
achtet werden. Der allgemeine Fall, bei der die lineare
Né&herung nicht mehr anwendbar ist, heillt Fresnel-
Beugung. Wir wollen dies an einigen Beispielen
verdeutlichen.

10.7.2 Fresnel- und Fraunhofer-Beugung
an einem Spalt

Ein schmaler Spalt in y-Richtung mit der Breite
AX =b > A mdge mit einem parallelen Lichtblindel
beleuchtet werden (Abb.10.54). Wir wollen die In-
tensitatsverteilung 1(x’, zo) des gebeugten Lichtes in
der Ebene y = 0 fur verschiedene Entfernungen z, der
Beobachtungsebene z =z, von der Spaltebene z =0
bestimmen. Das Beugungsintegral (10.72) reduziert
sich auf ein eindimensionales Integral

+b/2
1 .
E(P)=C-Eg / Fe—'kr dx
—b/2

(10.74)
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Fraunhofer-
beugung

Fresnel-
beugung

1
b
2

|
—
—
—
—
—
—

Fernzone

Nahzone Ubergangs- |
zone

o << b?/A |

-~z =bA—— ]

Zg >> b2/7\,"\/—+>
z

Abb. 10.54. Fresnel- und Fraunhoferbeugung an einem Spalt.
Gezeigt sind von links nach rechts die Intensitatsverteilun-
gen in der Nahzone, in einer mittleren Entfernung und in sehr
groRer Entfernung, wo man die bekannte Fraunhoferbeugung
erhalt

wobei

X —x"\2
r:[(x—x’)z—i-z(z)]m:zo 1+< )

Zp

die Entfernung des Aufpunktes P = (x’, 0, zg) von ei-
nem Spaltpunkt (x, 0, 0) ist. Die Feldamplitude Eg ist
tber die Spaltflache konstant und kann daher vor das
Integral gezogen werden. Wir unterscheiden nun drei
Entfernungszonen fiir zo:

e Die Nahzone (zo ist nicht wesentlich groRer als die
Spaltbreite b >> A). Dann ist der Radiusr; = /z¢ - A
der ersten Fresnelzone klein gegen b, und viele
Fresnelzonen tragen zur Feldamplitude im Punkt P
bei, d.h. die Phase der Gesamtwelle in P variiert
stark mit x’. Wir erhalten durch numerische Inte-
gration von (10.74) die linke in Abb. 10.54 gezeigte
Intensitatsverteilung 1(P) o |E(P)|2.

e Eine mittlere Entfernungszone, bei der nur noch
wenige Fresnelzonen beitragen (mittlere \Verteilung
[(x") in Abb. 10.54).

e Eine Fernzone (zo>>b) bei der der Radius
ry = /oA der ersten Fresnelzone groRer ist als b.
Dies ist der Bereich der Fraunhofer-Beugung (rech-
te Intensitatsverteilung in Abb. 10.54).

Hier gilt fur r die Naherung (10.73). Die von x

unabhadngigen Terme der Exponentialfunktion und
der praktisch konstante Nenner r in (10.74) kon-
nen dann vor das Integral gezogen werden, und man
erhélt damit die Fraunhofersche Beugungsformel
(10.43) (siehe Aufgabe 10.5).

Man sieht hieraus, dass die Ublicherweise darge-
stellte Fraunhofersche Beugungsverteilung eine Néhe-
rung ist, die nur fur Entfernungen gilt, die sehr grof}
sind gegen die Dimensionen der beugenden Offnung.

Man kann das (unendlich entfernte) Fernfeld durch
eine Linse hinter der beugenden Offnung in die
Brennebene dieser Linse abbilden. Auch hier muss
allerdings die Brennweite grof3 gegen die Breite des
Beugungsspaltes sein.

10.7.3 Fresnel-Beugung an einer Kante

Féallt ein paralleles Lichtbundel in z-Richtung auf einen
undurchldssigen Schirm in der x-y-Ebene z = 0, wel-
cher den Halbraum x < 0 abdeckt, sodass eine Kante
des Schirms entlang der y-Achse verlauft, so beobach-
tet man hinter dem Schirm die in Abb. 10.55 gezeigten
Beugungsstrukturen. Auch in den abgedeckten Halb-
raum x" < 0 gelangt Licht, und im nichtabgedeckten
Halbraum x” > 0 oszilliert die Intensitat 1(x").

Das Beugungsintegral (10.74) wird jetzt fur den
Beobachtungspunkt P(x’, zo)

*® e—ik‘/(x—x/)z-i-z%
E(P):C-ES/—dX.
0 X=x)2+28

(10.75)

Fur x’ « zg lasst sich das Integral durch Reihenent-
wicklung der Wurzel n&herungsweise losen [10.13]
und ergibt die in Abb.10.55c gezeigte Intensitatsver-
teilung 1(x").

10.7.4 Fresnel-Beugung
an einer kreisformigen Offnung

Wird eine kreisférmige Offnung mit Radius a in ei-
nem sonst undurchsichtigen Schirm mit parallelem
Licht beleuchtet, so erhalt man im Abstand zg hinter
der Offnung eine um die z-Achse rotationssymme-
trische Beugungsstruktur (Abb. 10.56), deren Verlauf
I(0) mit o> = x"?+y’? vom Radius a der Blende und
von der Entfernung zp zwischen Beobachtungsebene
und Schirm abhdngt.
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<)

Abb. 10.55a—c. Intensitatsverteilung hinter einer beugenden
Kante; (a) Schemazeichnung, (b) aus dem Beugungsintegral
berechneter Verlauf. Der gestrichelte Verlauf wiirde sich nach
der geometrischen Optik ergeben, (c) beobachtete Struktur.
(aus D. Meschede: Gerthsen Physik, 21. Aufl. (Springer,
Berlin, Heidelberg 2002)

Die Intensitat im zentralen Punkt Py(o = 0) ist
maximal, wenn zo = a2/ gilt, weil dann die erste Fres-
nelzone mit Radius r; = +/zo- A = a gleich der Fl&che
der Blendendffnung ist (siehe Abschn. 10.6.1). Macht
man den Abstand zo kleiner (bzw. den Blendenradi-
us a groRer), sodass zg = a?/2x wird, so enthalt die
Blendendffnung die beiden ersten Fresnelzonen, deren
Beitrége zur Feldamplitude Py destruktiv interferieren,
sodass dann die Intensitat in Py fast null wird. Man
beobachtet dann einen dunklen Punkt im Zentrum der
Beugungsstruktur.

Die Intensitat 1(Py) auf der Symmetrieachse va-
riiert also bei festem Blendenradius a oszillatorisch

()

a=(z- N a=(2z- N

a=(3z- N

T T T T

0 1 2 {3 2 alzg- &
Abb. 10.56. Beugungsintensitat in einem Punkt P(zg) auf der
Achse als Funktion des Radius a einer Kreisblende. Im obe-
ren Teil sind die Fresnelzonen fiir Blenden mit a = +/nzg - A
flr die Werte n =1, 2, 3 illustriert, zu denen die Extrema der
unteren Kurve gehodren. Das Licht durch die 2. Fresnelzone
hat einen Wegunterschied von /2 und interferiert destruk-
tiv. Die gestrichelte Kurve gibt die Intensitat ohne Schirm
(a=o00) an

mit dem Abstand zo der Beobachtungsebene von der
Beugungsebene.

Eine analoge Intensitatsverteilung wird bei der
Beugung an einer undurchlassigen Kreisscheibe mit
Radius a beobachtet (Abb.10.57). Auch hier beob-
achtet man maximale Helligkeit auf der Achse, wenn
zo = a2/ ist und minimale fiir zo = a%/2x.

10.7.5 Babinetsches Theorem

Aus (10.72) sehen wir, dass die Feldstarke Ep im
Beobachtungspunkt P bestimmt ist durch das Fla-
chenintegral Uber die Feldstarke Es auf einer FIl&-
chenoffnung o in einem Schirm zwischen Lichtquelle
und Beobachtungspunkt. Um die Beugungserschei-
nungen an komplizierten Offnungen oder Hindernis-
sen zu beschreiben, ist ein von J. Babinet (1794-
1872) aufgestelltes Prinzip nitzlich, das Folgendes
besagt:

Demtroder -Experimentalphysik 2

343



344

10. Interferenz, Beugung und Streuung

Abb. 10.57. Vergleich der Beugungsstruktur hinter einer
Kreisblende (rechts) mit denen hinter einer undurchsichti-
gen Scheibe gleicher GroRe (links). Die Bilder oben und
unten sind in zwei verschiedenen Abstédnden von den beu-
genden Strukturen beobachtet. Aus W. Weizel, Lehrbuch
der Theoretischen Physik, Bd. 1 (Springer, Berlin, Gottingen
1949)

Teilt man die Flache o in zwei Teilflachen o4
und o7, so ist die im Punkte P gemessene Feldstérke

Er(0) = Ep(01) + Ep(02) ,

wobei Ep(oj) die Feldstarke ist, die man in P messen
wiirde, wenn nur die Offnung o; vorhanden wiére.

Ganz allgemein gilt bei einer Aufteilung in N
Teilgebiete:

N
Ep(0) =) Ep(o).

i=1

(10.76)

BEISPIELE

1. Eine kreisringformige Blende mit den Radien o3
und o, ergibt eine Feldamplitude Ep = ES" — EY,
wobei ES” die von einer kreisférmigen Blende o
erzeugte Feldamplitude ist und man naturlich die
unterschiedlichen Phasen von E(Pl) und Eff) im
Punkte P berlcksichtigen muss.

2. Benutzt man z.B. die Aufteilung einer rechte-
ckigen Blende wie in Abb.10.58a, so kann man
die Beugungsverteilung hinter der komplizierten
Offnung o7 als Differenz

Ep(o1) = Ep(0) — Ep(02)

der Beugungsverteilung an zwei einfacheren Struk-
turen o und o> erhalten.

Man nennt zwei Offnungen o1 und o, komple-
mentar zueinander, wenn o7 an den Stellen blockiert,
an denen o, Licht durchlésst. Weitere Beispiele flr
komplementéare Beugungsflachen sind eine kreisfor-
mige Offnung in einem undurchlassigem Schirm
(Abb.10.58b) und eine undurchlédssige Kreisscheibe
gleicher GroRe oder ein Spalt und ein Draht gleicher
Dicke (Abb. 10.58c).

Im Falle von Abb.10.58b,c ergibt die Summe
o1+ oy die gesamte, unbegrenzte Flache o, die kei-
ne Beugungserscheinungen erzeugt, weil sie keine
Begrenzungen hat. Flr die Beugungsverteilung der
Feldstarken E(P) gilt daher:

Ep(01) = —Ep(02) . (10.77)
Fur die Intensitatsverteilungen I(P) = |(Ep)|? erhilt
man also das Ergebnis, dass die Beugungserscheinun-
gen einer Blende und einer gleich groBen Scheibe
gleich sind, wenn man die auf geometrischem Wege
(d. h. ohne Beugung) von der Lichtquelle S durch die
Blende zum Punkt 1 gelangende Intensitét abzieht.

[ ] [ ]

a) o o (o

O

b) G4 Oo C) (o3 Oo

Abb. 10.58a-c. Komplementare Beugungsflachen: (a) recht-
eckige Blenden, (b) kreisférmige Offnung und undurchlassi-
ge Kreisscheibe gleicher GroRe, (c) Spalt und Draht gleicher
Dicke
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10.8 Fourierdarstellung der Beugung

Man kann mithilfe des Fouriertheorems die Beugung
an beliebig geformten Offnungen ganz allgemein und
mathematisch elegant beschreiben. Dies hat die mo-
derne Optik sehr befruchtet und soll deshalb hier kurz
dargestellt werden.

10.8.1 Fourier-Transformation

Sei f(x) eine beliebige (auch komplexe) quadratinte-
grable Funktion, d. h. das Integral

/ 0P dx

muss flir X — oo endlich bleiben. Dann definieren wir
als Fouriertransformierte zu f(x) die Funktion

F(u) L 71‘() —luxg
U) = — X)-€e X .
\/271_

Um f(x) aus F(u) zu bestimmen, multipliziert man
(10.78) mit e'2™"X und integriert beide Seiten iiber die
Variable u. Dies ergibt, wenn wir anschliefend x” in x
umbenennen:

(10.78)

f(x) = F(u)et'"™du . (10.79)

+00

7=
2

—00
Man nennt die beiden Funktionen f(x) und F(u)
ein Fourierpaar und die Variablen x und u Fourier-
konjugierte Variable. Die Maleinheiten von x und u
missen zueinander reziprok sein, da das Produkt u - x
im Exponenten dimensionslos sein muss.

BEISPIEL

Es soll das Frequenzspektrum F(w) einer zeitlich ex-
ponentiell abklingenden Lichtamplitude (Abb. 10.59)

E(t) = Ag- e 7 coswot (10.80)

bestimmt werden. Mitu = w, Xx =t und E(t) = f(x) er-
gibt sich mit der Anfangsbedingung Ag(t < 0) =0 aus
(10.78):

+00

A .
0 /e"’tcosmt-e"“’tdt. (10.81)

"= J

Das Integral ist elementar losbar und ergibt fur w >
wo —w

YAo 1

V2 (0o — )2+ y?
F(w) gibt die Amplitude A(w) der Lichtwelle bei der

Frequenz w an. Das Frequenzspektrum der Intensitat
I o« A- A* ist dann das Lorentzprofil

C
[(0—w0)2+72]*

wobei die Konstante C so gewahlt werden kann, dass
[ l(w) dw die Gesamtintensitat lo wird.

Fw) = (10.82)

l(w) = (10.83)

In der Beugungstheorie bendtigt man die zweidimen-
sionale Fouriertransformation:

+00 +00
F(U,v)zf f f(x, y) - e 12U X+ gy dy
(10.84a)
+00 +00
f(x, y)=/ / F(u, v) - 27U XUV dy dy
—00 —00
(10.84b)

Lasst sich f(x,y) = fi1(X)- fo(y) in ein Produkt aus
zwei Funktionen nur einer Variablen separieren, so gilt

| E(t)
AO /\ )
a) -
| (o)
1_
05k 2y
b) o e

Abb. 10.59a,b. Experimentell abklingende Lichtamplitu-
de (a) und Fouriertransformierte 1(w) von EE*(t)
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auch fur die Fouriertransformierte:
F(U, V) = Fl(U) . Fg(v) s (1085)

wobei F;(u) die Fouriertransformierte von f1(x) und
F2(v) von fa(y) ist.

10.8.2 Anwendung auf Beugungsprobleme

Wir wollen den allgemeinen Fall behandeln, dass auf
eine Flache o in der Ebene z = 0 mit der Transmissi-
on (X, y) eine Lichtwelle mit der Feldstérkeverteilung
Ee(x, y) féllt. FUr eine Blende wére z. B. t(x,y) =1
innerhalb der Blenden6ffnung und t = 0 auferhalb.
Direkt hinter der Flache ist

EX,y)=1(X,y) - Ee(X, y) . (10.86)

Die Amplitudenverteilung E(X’, y’, zo) in der Ebene
Z =z kann dann aus dem Beugungsintegral (10.73)
berechnet werden. Setzt man (10.86) in (10.73) ein und
vergleicht das Integral mit (10.84), wobei u = X’/ (Azo),
v =Y'/(AZp) zu setzen ist, so sieht man, dass

fX,y) = E(X, ¥) =1(X,y) - Ee(X, y) (10.87)

die Amplitudenverteilung direkt nach der Beu-
gungsebene z = 0 darstellt. Die Feldstérkeverteilung
E(x’, y') der Fraunhoferschen Beugungsstruktur in der
Beobachtungsebene z = z ist nach (10.73)

+00 400
EX.,y)=AX.Y 20 - / / Ee(X, ) - 7(X, Y)
—00 =00
e I HYW/G20) gy dy . (10.88)
Der Vergleich mit (10.84) liefert dann:
E(X,Y.20)=Fu,v)-AKX,y,z0).  (10.89)

Wir erhalten daher das wichtige Ergebnis:

Die Amplitudenverteilung des Fraunhoferschen
Beugungsbildes in der Ebene z = z; ist proportio-
nal zur Fouriertransformierten F(x’, y’) der Funk-
tion f(x, y) = (X, y) - Ee(X, ¥) wobei (X, y) die
Transmissionsfunktion ist.

Die Intensitatsverteilung in der Beobachtungsebene ist
dann:

(X', y) o [EX, Y)I1? = [F(X, YD1,
weil |A(X', y)|? =1 ist.

(10.89b)

E(XYy)

N

Il

o
3

Abb. 10.60. Zur Fourierdarstellung der Fraunhofer-Beugung

Wir wollen dieses Ergebnis zur Illustration auf die
Beugung an einer rechteckigen Offnung anwenden.
Weitere Beispiele folgen im Abschn. 12.5.
Rechteckige Blende

Wir betrachten in Abb. 10.61 eine rechteckige Offnung
(Breite a und Hohe b) in einem sonst undurchlassigen
Schirm. Dann gilt fiir die Transmissionsfunktion
1 fur—a/2<x<+4a/2,

—b/2 <y<b/2,
0 sonst.

(X, y) =

Fallt auf diese Offnung eine ebene ausgedehnte Licht-
welle, so ist Ee¢(X, y) = Eq = const. Wir kdnnen die
Offnung in schmale Streifen mit der Breite dx zerlegen

by
a 1
2 _*2 0 Azg X
a a
ol x |
L[ gx b/2
1
120 Az Y
b b

Abb. 10.61. Zur Beugung an einer rechteckigen Blende
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und erhalten dann flr den Feldstarkeanteil dE (X', y'),
der durch einen Streifen der Blende erzeugt wird,
gemal (10.88) den Beitrag:

E(Y 10.
dE(X', y) o (10.90a)
= Ep e—2nix’X/(kZo)dX. / e—ZJTiy/y/(Azo)dy'

—b/2

Integration Uber alle Streifen gibt die Feldverteilung in
der Beobachtungebene:

EX,Y) (10.90b)
+a/2 +h/2

= Eg- / eonix/x/()»zo)dX, / e72niy’y/(xzo)dy'

—a/2 —b/2
Ausfuhren der Integration ergibt:
2?23 nxa sin YD
T2X'y’ AZo AZo

E(X,y) = Eo-
(10.91)

Da die Intensitdit in der Beugungsebene durch
I(x', y") = | A|?|E|? gegeben ist, erhalt man aus (10.91)

sin?(nx'a/Azg) sin?(my’b/Azo)
(mx'a/A20)2  (wy'b/Az0)?
(10.92)

Vergleicht man dies mit (10.45) und setzt sin6 = x’/zq
bzw. y’/z, so sieht man, dass dies mit dem auf ganz an-
dere Weise hergeleiteten Ergebnis Ubereinstimmt. Eine
rechteckige Offnung hat also eine Beugungsstruktur,
die man als Uberlagerung der Beugung an zwei zu-
einander senkrechten, unendlich langen Spalte mit den
Breiten a bzw. b ansehen kann.

Ix,y)=lp-
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In der Astronomie werden statt des Linsenfern-
rohres in Abb.11.13 iiberwiegend Spiegelteleskope
benutzt (Abb. 11.16), weil man Hohlspiegel mit gro-
Berem Durchmesser herstellen kann als Linsen [11.5].
Damit wird die Lichtstdrke des Fernrohrs grofler (siehe
Abschn. 11.4). Die grofiten zur Zeit gebauten Tele-
skope (Europdische Siidsternwarte in Chile und das
Keck-Teleskop auf Hawaii) haben einen Spiegeldurch-
messer von 10m. Es gibt verschiedene Anordnungen
(siche Bd.4) fiir den optischen Strahlengang. Beim
Cassegrain-Teleskop wird das vom Hauptspiegel ge-
sammelte Licht gebiindelt auf einen Fangspiegel reflek-
tiert, der es durch ein kleines Loch im Hauptspiegel
tiber das Okular ins Auge bzw. auf den Detektor leitet.

11.3 Die Rolle der Beugung
bei optischen Instrumenten

Wir hatten im Abschnitt 11.2 diskutiert, dass durch die
VergroBerung mit Hilfe optischer Instrumente feine-
re Details des Gegenstandes erkannt werden konnen.
Diese Erhohung des rdumlichen Auflosungsvermdégens
wird begrenzt durch die Beugungserscheinungen. Dies
soll an zwei Beispielen, dem Fernrohr und dem
Mikroskop, illustriert werden.

11.3.1 Auflosungsvermogen des Fernrohrs

Wir betrachten in Abb. 11.17b das Bild zweier Ster-
ne S| und S, mit dem Winkelabstand §. Wegen ihrer
groB3en Entfernung konnen die Sterne als punktférmi-
ge Lichtquellen angesehen werden, sodass das Licht
von jedem Stern als ebene Welle behandelt werden
kann. Wegen der Beugung an der begrenzenden Off-
nung einer Teleskoplinse mit Durchmesser D ist das
Zwischenbild in der Brennebene von L; kein Punkt,
sondern es entsteht eine radial-symmetrische Intensi-
tatsverteilung (siehe Abb. 10.41), deren Verlauf entlang
der x-Achse in der x-z-Ebene in Abb.11.17a fiir
einen einzelnen Stern dargestellt ist. Der Durchmesser
dpeyg des zentralen Beugungsmaximums zwischen den
Nullstellen der Besselfunktion ist nach Abschn. 10.5
gegeben durch

dpeug = 2 f1 - Sinotgeyg ~ 2,44 - f1A/D . (11.8a)

In Abb.11.17b sind die beiden beugungsbedingten
Intensitétsverteilungen der Bilder zweier nahe benach-

barter Sterne gezeigt. Beobachtet wird die Uberlage-
rung der beiden Verteilungen 77 (x —x;) und I, (x — x7)
um die beiden Bildpunkte Fj(x1, zo) und F>(x2, zo) in
der Brennebene z = zj.

Wenn das Hauptmaximum von /;(x;) der Beu-
gungsstruktur von S; ndher an x, riickt als das
erste Minimum von I, (x — x»), lisst die Uberlagerung
I(x) = I, + I keine getrennten Maxima mehr erken-
nen, d.h. man kann nicht mehr entscheiden, ob es
sich um zwei getrennte Lichtquellen S; und S, handelt
(Rayleigh-Kriterium, siche Aufgabe 11.4 und Ab-
schn. 11.5.3). Da das erste Minimum bei einem Win-
kelabstand ® = 1,22-A/D liegt (siehe Abschn. 10.5),
ist der kleinste noch auflosbare Winkelabstand be-
grenzt auf

Smin = 1,22-1/D (11.8b)

Bei diesem Winkelabstand hat die Uberlagerung der
beiden Besselfunktionen /;(x — x1) + I>(x — x2) noch
zweil erkennbare Maxima bei x = x; und x = x, mit
einer Einbuchtung

I(x = (x1 +XZ)/2) ~ 0,85 Inax -

Wir definieren deshalb als beugungsbegrenztes Winkel-
auflosungsvermogen die Grofie

(11.8¢)

Das rdumliche Auflosungsvermogen eines op-
tischen Instrumentes ist also begrenzt durch
das Verhiltnis D/A von Durchmesser D der
Instrumentendffnung zu Wellenlinge A.

BEISPIEL

A=500nm, D=1m, f; =10m = 8y =6-10""rad
=0,13" = dpeug = 6 U

Diese beugungsbegrenzte Auflosung spielt aller-
dings fiir Teleskope mit D > 10cm auf der Erde im
Allgemeinen keine Rolle, da die Auflosung durch
statistische Fluktuation des Brechungsindex der Erdat-
mosphire (Luftunruhe) auf etwa 1” beschrinkt ist. Mit
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by Abb. 11.17a—d. Zur Begrenzung des Winkelauflosungs-
L vermogens eines Fernrohres durch die Beugung
- Bildebene an Qer Telegkopbffnung. (a) Beugungsbedingte Inj
— Xy = tensitédtsverteilung in der Brenpebene von L; bei
_ | -122f-1/D punktformiger Lichtquelle. (b) Uberlagerung der ge-
s |(X)/ x=0 rade noch auflosbaren Bilder zweier Lichtquellen.
- (¢) Beugungsbild zweier auflosbarer punktformi-
ger Lichtquellen. (d) Rayleighgrenze der Auflosung.
—— [(c,d) aus M. Cagnet, M. Francon, J.C. Thrierr: Atlas
- optischer Erscheinungen (Springer, Berlin, Gottingen
a f 1962)]
)
8y
min
Ss
b)

einer speziellen Technik, der Speckle-Interferometrie
[11.6], oder auch bei Verwendung adaptiver Op-
tik (Abschn. 12.3) ldsst sich die Luftunruhe teilweise
»uberlisten*, sodass man auch mit grofen Telesko-
pen fast beugungsbegrenzte Winkelauflosung erreichen
kann.

Beim Hubble-Teleskop im Weltraum entfillt die
Luftunruhe vollig, und man erreicht in der Tat die
beugungsbegrenzte Auflosung. Bei einem Spiegel-
durchmesser von D =2,4m bedeutet dies bei ei-
ner Wellenlinge A = 500nm eine Winkelauflosung
von 2,54-10"7rad £ 0,052". Dies entspricht einer
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rdumlichen Auflosung auf dem Mond (380000 km
Entfernung) von Axpi, = 96 m.

11.3.2 Auflosungsvermogen des Auges

Die Pupille des menschlichen Auges hat einen Durch-
messer, der, je nach einfallender Lichtintensitit und
verlangter Schirfentiefe, zwischen D = 1-8 mm va-
riieren kann. Die Augenlinse erzeugt dann von einer
punktférmigen Lichtquelle (bei Vernachlidssigung aller
Linsenfehler), aufgrund der Beugung ein Beugungs-
scheibchen auf der Netzhaut, das einen Durchmesser

dpeug = 2,44 1 f/ D

hat. Fiir griines Licht (A =550 nm), das im Augapfel
(Brechungsindex n = 1,33) zu A = 413 nm wird, ergibt
dies fiir f =24 mm, D =2 mm:

dpeng ~ 10 um .

Dies entspricht etwa dem mittleren Abstand der Licht-
rezeptoren (Zapfchen) in der Zone des schirfsten
Sehens (Fovea), wo die Packungsdichte der Rezeptoren
maximal ist.

Die entsprechende beugungsbedingte Winkelauf-
16sung fiir A =550nm ist § ~ 1,22A/D~ 1"~ 2,9.
10~*rad, sodass das Auge nur Strukturen bis zu
minimalen Abstinden

AXmin = 50 - Smin ~ 25cm-2,9-107* ~ 70 pm

auflosen kann, wenn sich der Gegenstand in der
deutlichen Sehweite sg befindet.

Anmerkung

Das Auflosungsvermogen hingt auch ab von der Form
des Gegenstandes und vom Kontrast.

11.3.3 Auflosungsvermogen des Mikroskops

Auch beim Mikroskop ist die erreichbare rdumliche
Auflosung prinzipiell durch die Beugung begrenzt.

Wir betrachten in Abb.11.18 einen Punkt P,
des beleuchteten Objektes in der Beobachtungsebe-
ne, die den Abstand g von der Objektivlinse L; mit
Durchmesser D hat.

In der Bildebene im Abstand b von L; entsteht als
Bild des Punktes P; ein Beugungsscheibchen mit dem

A-b
d>1,22 D

_ Zwischen-
bildebene

Objektebene

Abb. 11.18. Zur Herleitung des Auflésungsvermogens eines
Mikroskops

FuB3punktdurchmesser der zentralen Beugungsordnung
dBeug =2,44-1-b/D.

Damit ein benachbarter Punkt P, des Objektes mit
Abstand Ax = P; P, noch als rdumlich getrennt von
P; beobachtbar ist, muss der Abstand der Maxima
beider Beugungsscheibchen mindestens 0,5 dpeyg =
1,22 Ab/ D betragen. Dies entspricht nach der Abbil-
dungsgleichung einer Linse einem Objektabstand

1 g g
AXmin = EdBeug'Z = 1,22)»-5 .

Im allgemeinen Fall liegt die Objektebene praktisch
in der Brennebene von L;, sodass g& f. Dies er-
gibt fiir den kleinsten noch auflosbaren Abstand zweier

Objektpunkte:
Axmin=1,22-%- f/D. (11.9)

Der von der Objektivlinse L; erfasste maximale

Offnungswinkel 2« ist durch
2sina =D/ f (11.10)

bestimmt.
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Durch Verwendung von Immersionsdl mit einem
groBen Brechungsindex (n = 1,5) zwischen Objekt und
Objektiv lédsst sich wegen A, = Ag/n ein Faktor 1,5 fiir
die Auflosung gewinnen. Man erhilt damit

Ao

Axpin =1,22- ———— .
2n -sina

(11.11a)

Man nennt die Grofe n -sino die numerische Aper-
tur (NA) des Mikroskops. Damit ldsst sich (11.11a)
schreiben als

A

Axmin = 0,61 NA

(11.11b)
BEISPIEL

n=1,5;sina =0,8 (d.h. 2a ~ 106°)
= NA=1,2= Axmin ~0,5A.

In Worten:

Strukturen, die kleiner sind als die halbe Wel-
lenléinge des beleuchtenden Lichtes, konnen nicht
aufgelost werden.

Um eine hohere Auflosung zu erreichen, muss die
Wellenldnge A verringert werden. Deshalb wird inten-
siv an der Entwicklung der Rontgenmikroskopie (mit
Fresnel-Linsen) gearbeitet, oder man verwendet zur
Auflosung kleiner Strukturen Elektronenmikroskope
(siehe Bd. 3).

Anmerkung

Man kann in giinstigen Fillen allerdings auch mit sicht-
barem Licht noch Strukturen Ax < A/2 auflosen, wenn
man die Technik der Nahfeldmikroskopie verwendet
(siehe Abschn. 12.2).

In vielen Fillen spielt nicht nur die laterale Auf-
16sung (senkrecht zur Achse des Mikroskops) sondern
auch die axiale rdaumliche Auflosung in Richtung der
Lichtausbreitung eine Rolle. Beim normalen Mikro-
skop ist dies die Rayleigh-Linge zr (2zr gibt die
Strecke um den Fokus an, innerhalb der sich der
Durchmesser des fokussierten Lichtbiindels um den
Faktor +/2 indert (Abb. 11.19), der Querschnitt sich
also verdoppelt gegeniiber dem Minimalwert nw% im

Abb. 11.19. Zur Definition der Rayleigh-Lénge

Fokus). Die Rayleigh-Léinge ist zgr = 7w}/, wobei
wo der Durchmesser des Lichtbiindels im Fokus ist
und A die Wellenlidnge des Lichtes. Setzt man fiir
wy die kleinste noch auflosbare Strecke Ax = 0,7A in
Luft (n = 1) ein, so erhdlt man die Rayleigh-Léinge
Az~ 1,5\,

Hier kann eine von St. Hell [11.7] entwickelte
Am-Anordnung* die axiale Auflosung deutlich verbes-
sern. Das durch die Probe laufende kohérente Licht mit
Amplitude E; (es wird ein Laser verwendet) wird von
einem sphirischen Spiegel reflektiert und wieder in den
Fokus der hinlaufenden Welle fokussiert (Abb. 11.20).
Hier entsteht durch Uberlagerung der beiden Wellen
die Interferenzstruktur

E(Zvrs ¢) = El(Zs r, ¢)+E2(_Z1 r, ¢)

einer stechenden Welle mit der Intensititsverteilung
I(z,r, ¢) ~ E%.

Weil die Intensitidt im Fokus am hochsten ist und
mit zunehmendem Abstand vom Fokus stark abnimmit,
wird die Intensititsverteilung /(z) im Fokus ein schma-
les Maximum haben mit der vollen Halbwertsbreite

70 — 140 nm

0

Abb.11.20. 4-w-Geometrie zur Verbesserung der axialen
Auflésung
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Az =~ )\/4. Dies ist eine Verbesserung um den Faktor 6
gegeniiber der herkémmlichen Methode.

Auch die radiale Auflosung kann erheblich verbes-
sert werden durch ein Laser-Verfahren, bei dem die
Molekiile durch einen Laser mit einem radialen Gauf3-
profil I(r) = Iy exp[—(r/a)z] angeregt und durch einen
zweiten Laser mit einem zentrischen radialen Ringpro-
fil abgeregt werden, sodass nur ein enger Bereich um
r =0 an angeregten Molekiilen iibrig bleibt, die zur
Fluoreszenz beitragen.

Eine weitere Methode zur Verbesserung der radia-
len Auflosung ist die konfokale Mikroskopie, die im
Abschn. 12.1 behandelt wird, oder die im Abschn. 12.2
vorgestellte Nahfeld-Mikroskopie.

11.3.4 Abbesche Theorie der Abbildung

Dass die Beugung fiir die Abbildung eine entscheiden-
de Rolle spielt, wurde bereits von Ernst Abbe (1840—
1905) erkannt, der dies anhand der Bildentstehung im
Mikroskop (Abb. 11.21) illustrierte.

Ein Objekt (z.B. zwei Spalte S; und S, mit dem
Abstand d) werde von unten mit parallelem Licht be-
leuchtet. Die nullte Beugungsordnung erscheint in der
Richtung des durchgehenden Lichtes. Sie enthilt je-
doch keine Information iiber den Spaltabstand. Erst die
hoheren Beugungsordnungen, die bei den Winkeln ©,,
gegen die Einfallsrichtung erscheinen, geben wegen

d-sin®,=m-». (m=1,2,...)

Auskunft tiber den Spaltabstand d. Man sieht aus
Abb. 11.21, dass zur Entstehung der Bilder B; und B,
sowohl die +1. als auch die —1. Beugungsordnung
notwendig ist.

Die Objektivlinse L; des Mikroskops muss also
mindestens das Licht der +1. Beugungsordnung un-
ter dem Winkel ®; noch erfassen konnen, d.h. die
numerische Apertur NA muss bei Verwendung von
Immersionsol mit Brechungsindex » mindestens

A
NA:nsina>nsin01=2 (11.12)

sein, um die rdumliche Auflosung Axpy, =d zu
erreichen. Daraus ergibt sich

A A
d > = —,
“ nsina  NA
was bis auf einen Faktor 0,6 mit (11.11b) iiberein-
stimmt.

By 1 B2 Bilder der
\ ! /I Spalte S1 ,82
\\ +1 BO 3 /
-1BO| 3 / |+1.B.O
\ /- B.O
_________ Y ____A----  Brennebene
: Objektivlinsen-
L, | system
04 |
_ ! Beugungsordnungen
1 ; -g +1

NG beleuchtete Spalte

e
Beleuchtung

Abb.11.21. Zur Abbeschen Theorie der Bildentstehung im
Mikroskop

Experimentell kann man die Abbesche Abbildungs-
theorie eindrucksvoll demonstrieren, indem man ein
Kreuzgitter in der x-y-Brennebene von L; mit paral-
lelem Licht von hinten beleuchtet und hinter L; zwei
zueinander senkrechte Spalte in x- bzw. y-Richtung mit
variabler Spaltbreite stellt (Abb. 11.22). Wird einer der
beiden Spalte so weit verengt, dass nur noch die null-
te Beugungsordnung des Gitters durchgelassen wird,
so verschwindet im Gitterbild in der Beobachtungsebe-
ne B; die Struktur des Gitters in einer Richtung, aus
dem Kreuzgitter wird ein Strichgitter mit den Strichen
senkrecht zur Richtung des engen Spaltes. Verengt
man auch noch den anderen Spalt, so verschwindet
die Gitterstruktur in der Bildebene vollstindig. Durch
einen Strahlteiler St kann ein Teil des Lichtes abge-
lenkt werden, um in der Ebene B, die Fraunhofersche
Beugungsstruktur des Gitters zu beobachten, sodass
man sehen kann, welche Beugungsordnungen von der
Blende durchgelassen werden.

Im Rahmen der Fourierdarstellung der Beugung
(Abschn. 10.8) lasst sich die Fraunhofersche Beu-
gungsstruktur als Fouriertransformierte der Feldver-
teilung in der Beugungsebene ansehen. Das Bild
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in x-Richtung Beobachtungs- Abb. 11.22. Zur Demonstration der Abbeschen Theorie
. verstellbare ebene B;
Objekt Blende des Gitters
—

I

y R T
7 Bild eines
Gitterpunktes
Beobachtungsebene B,

der Beugungsordnungen X

des Objektes in der Beobachtungsebene B; ist dann
durch die Fouriertransformierte der Beugungsvertei-
lung gegeben. Fehlen rdumliche Strukturen in der
Beugungsverteilung (weil sie durch die Blende ab-
geschnitten werden), so fehlen die entsprechenden
Fouriergroflen im realen Bild, d.h. die Konturen des
Bildes werden verwaschen (siehe Kap. 12).
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12.4 Holographie

Bei der normalen Photographie wird ein beleuchteter
Gegenstand mithilfe eines Linsensystems in eine Ebe-
ne abgebildet, in der sich die Photoschicht befindet
(Abb.12.13a). Die Schwarzung der lichtempfindlichen
Schicht ist proportional zum Produkt aus auftreffender
Intensitat und Belichtungszeit. Dabei geht jede Infor-
mation uber die Phase der einfallenden Welle verloren.
Dies bedeutet auch, dass keine direkte Information tiber
die dreidimensionale Struktur des Objektes erhalten
bleibt. Der dreidimensionale Gegenstand wird auf ein
zweidimensionales Bild reduziert. Die Tatsache, dass
wir aus dem zweidimensionalen Photo die dreidimen-
sionalen Objekte erkennen konnen, ist nur unserem
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Objekt

inkohéarente
Lichtquelle Objektiv-
linse
a) Photoplatte
g Strahlteiler
2
29 .
Fle] Objekt
[
o
>
Referenz- Objektwelle
welle
Uberlagerung
b) Hologramm

Abb.12.13a,b. Vergleich der Aufnahmetechnik (a) flr ein
ubliches Photo, (b) fir ein Hologramm

Gehirn zu verdanken, das durch Vergleich mit friher
gespeicherten Informationen den realen Gegenstand
rekonstruieren kann.

Dennis Gabor (1900-1979) hatte 1948 erstmals die
Idee, durch Uberlagerung zweier koharenter Teilwel-
len, ndmlich der vom Objekt gestreuten Beleuchtungs-
welle und einer von derselben Lichtquelle stammenden
Referenzwelle, ein Interferenzmuster auf der Photo-
platte zu speichern, das Informationen tber Amplitude
und Phase der vom Objekt gestreuten Welle und damit
Uber die Entfernung der verschiedenen Objektpunkte
von der Photoplatte enthalt (Abb.12.13b). Man nennt
die durch die Interferenz von Referenz- und Objektwel-
le erzeugte Schwarzungsverteilung auf der Photoplatte
ein Hologramm, aus dem sich nach der Entwicklung
der Photoplatte durch erneutes Beleuchten mit Licht
derselben Wellenlénge ein dreidimensionales Bild des
Objektes ,,rekonstruieren l&sst. Damit war das Prin-
zip der Holographie erfunden, wofiir Gabor 1971 den
Nobelpreis erhielt.

Da man fur dieses Verfahren jedoch kohéren-
te Lichtquellen genugend hoher Intensitdt benotigt,
konnte Gabor sein holographisches Verfahren nur
unvollkommen in der Praxis realisieren. Erst nach

der Entwicklung des Lasers (siehe Bd.3) hat die
Holographie ihren Siegeszug angetreten [12.17].

12.4.1 Aufnahme eines Hologramms

In Abb.12.14 ist das Prinzip der Aufnahme eines
Hologramms schematisch dargestellt: Der Ausgangs-
strahl des Lasers, der eine monochromatische ko-
héarente Lichtquelle darstellt, wird durch eine Linse
(bzw. ein Linsensystem) aufgeweitet und dann durch
einen Strahlteiler in zwei Teilbundel aufgespalten: Die
Referenzwelle

Eg = Age'@t koD (12.1)
wird direkt auf die Photoplatte gerichtet, die wir in die
x-y-Ebene legen. Das andere Teilbiindel beleuchtet das
Objekt. Das vom Objekt in Richtung der Photoplatte
gestreute Licht hat auf der Photoplatte die Amplitude

Eo(x, y) = Aelletreseey] (12.2)
wobei die Phase ¢s(x, y) von der Entfernung der Ob-
jektpunkte, welche das Licht streuen, abhangt. Die
Amplitude Es(x,y) ist die Summe aller Streuampli-
tuden, die von den einzelnen Objektpunkten in den
Punkt (X, y) gestreut werden. Auch die im Punkt (x, y)
auftretende Phase ¢(x, y) wird durch die Uberlagerung

der Phasen der Streuanteile von den verschiedenen Ob-
jektpunkten bestimmt. Die gesamte Intensitat auf der

Strahlteiler

Laser M

Strahl-
aufweiter

Referenz-
welle

/ vom Objekt
gestreutes Licht

Hologramm

x-y-Ebene

Abb. 12.14. Mdglicher optischer Aufbau zur Aufnahme eines
Hologramms
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Photoplatte am Ortrg = {X, y, 0} ist dann
1(x, y) = cso | Es(X, Y) + Eo(x, y)|°

= oo [A+ AL+ A Al ool

_|_AOA;‘ e*i[ko “To — ¢s(r0)]

(12.3)

= Ceq | A3+ AZ+2Ag As COS(¢0 — ¢5)| .
wobei ¢y = Kg-rp ist. Die von x und y abhangige
Phasendifferenz (po — ¢s) wird durch die optischen
Wegdifferenzen zwischen Referenz- und Streuwel-
le bestimmt. Der phasenabhdngige Interferenzterm in
(12.3) enthélt die gewinschte Information Uber die
Entfernung der verschiedenen Objektpunkte von den
Punkten (x, y) der Photoplatte.

BEISPIELE

1. Das Objekt sei eine Ebene, die von einer ebe-
nen Welle beleuchtet wird und diese reflek-
tiert. Wir erhalten in der Ebene der Photoplat-
te korg = koxsinag, ¢s = —koxsina, = (g9 —
@s) = KoXx(sinag +sinay) (Abb.12.15). Die Kosi-
nusfunktion in (12.3) hat dann eine Periode von
AX = A/(sinay +sinay). Die Uberlagerung von
Referenz- und Objektwelle fiihrt daher zu ei-
ner periodischen Intensitdtsmodulation am Ort der

Strahlteiler

-\ -

N i A ek

Referenz-
welle

Photoplatte

Schwérzung w

sin oy + sin o,

Abb.12.15. Erzeugung eines holographischen Beugungs-
gitters durch Uberlagerung zweier ebener Wellen, deren
Wellenvektoren die Winkel o1 und a2 gegen die Normale zur
Gitterebene haben

Photoplatte in x-Richtung mit einem raumlichen
Abstand der Intensitatsmaxima

A
"~ osinag+sinay

der von den Winkeln a1, oz zwischen den Wellen-
normalen der beiden interferierenden Wellen und
der Normale auf die Photoplatte abhangt. Auf der
entwickelten Photoplatte entsteht daher ein periodi-
sches Muster von Streifen mit einer sinusformigen
Schwérzungsmodulation.

Das so entstandene periodische Schwérzungsmus-
ter kann als holographisches Transmissionsgitter
mit dem Gitterabstand d verwendet werden. Be-
leuchtet man das Hologramm mit einer ebenen
Welle vom Aufnahme-Laser, so erscheint bei rich-
tiger Wahl des Winkels « als Beugungswelle des
periodischen Gitters eine ebene Welle, die als Pha-
senflache die Objektebene hat.

Wird die photoempfindliche Schicht so gewahlt,
dass z. B. die belichteten Stellen durch chemische
Verfahren entfernt werden konnen, so lasst sich
durch Atzverfahren mit nachfolgender Beschich-
tung mit einer reflektierenden Schicht auch ein
holographisches Reflexionsgitter herstellen. Diese
Gitter sind fehlerfrei, was die Gitterkonstante d
angeht. Sie haben jedoch den Nachteil, dass ihre
Oberflache sinusformig moduliert ist im Gegensatz
zu den geritzten Gittern, die eine treppenformige
Struktur haben. Das Reflexionsvermdgen von holo-
graphischen Gittern ist daher geringer, und es gibt
auch keinen Blazewinkel (siehe Abschn. 10.5.2).

. Eine ebene Welle wird mit einer Kugelwelle Uber-

lagert (Abb.12.16). Das entstehende Hologramm
zeigt ein ringférmiges Schwérzungsmuster und ent-
spricht genau einer Fresnelschen Zonenplatte. Wird
das entwickelte Hologramm mit einer ebenen Wel-
le beleuchtet, so wird diese in einem Punkt Py
fokussiert, der dem Zentrum der Kugelwelle bei
Aufnahme des Hologramms entspricht.

Die Schwaérzung der Photoplatte ist proportional
zur auftretenden Intensitat, wobei der Kontrast zwi-
schen maximaler und minimaler Schwarzung von
den Amplituden der beiden interferierenden Teil-
wellen abhéngt.

Zur Erzielung eines ausreichenden Kontrastver-
héltnisses mussen die beiden Wellen jedoch nicht
unbedingt die gleiche Amplitude haben. Ist z.B.
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Hologramm

Kugelwelle -~

| o |1/r e 4 e'kz|2

Abb. 12.16. Die Uberlagerung einer ebenen Welle mit einer
Kugelwelle gleicher Frequenz fihrt zu einer ringférmi-
gen Intensitatsmodulation. Das dazugehdrige Hologramm
entspricht einer Fresnelschen Zonenplatte

die Intensitat der Objektwelle nur 1% der Re-
ferenzintensitdt, so ist das Amplitudenverhéltnis
Es/Er =0,1 und der Kontrast K = lmax/Imin =
(1,1/0,9)> = 1,5.

M an beachte:

Wahrend bei der Ublichen Photographie einem je-
den Punkt des Objektes ein wohldefinierter Bildpunkt
auf der Photoplatte entspricht, wird bei der Erzeu-
gung eines Hologramms die von einem Objektpunkt
ausgehende Streuwelle ber die gesamte Photoplatte
verteilt.

Dies bedeutet, dass jedes Teilstlick des Holo-
gramms bereits Informationen tiber das gesamte Objekt
enthalt. Man kann z. B. ein Hologramm in zwei Teile
zerschneiden. Aus jedem Teilstiick I&sst sich wieder ein
dreidimensionales Bild des Objektes gewinnen, wenn
auch mit etwas geringerer Qualitét als aus dem ganzen
Hologramm.

12.4.2 Die Rekonstruktion des Wellenfeldes

Um aus dem Hologramm, das die Informationen
Uber das Objekt in ,verschlusselter Form enthélt
(Abb.12.17), ein dreidimensionales Bild des Objek-

Abb.12.17. Hologramm eines Schachbrettmusters [aus
H. Nassenstein: Z. Angew. Physik 22, 37-50 (1966)]

tes zu gewinnen, muss die belichtete Photoplatte
nach ihrer Entwicklung mit einer koharenten ebenen
Rekonstruktionswelle

E =A@ -kD (12.4)

derselben Lichtfrequenz « wie bei der Aufnahme
des Hologramms beleuchtet werden (Abb. 12.18). Die
durch das Hologramm transmittierte Amplitude

Ar=T XYy A (12.5)

ist von der Schwarzung der Photoplatte bei der Aufnah-
me abhéangig, die proportional zur Intensitét (12.3) bei
der Aufnahme des Hologramms ist. Die Transmission
der entwickelten Platte ist

TX,y) =To—yl(X, y) (12.6)

(y ist der Schwérzungskoeffizient der Photoplatte und
[(x, y) die auf das Hologramm bei der Belichtung auf-
treffende Intensitat (12.3)), sodass die transmittierte
Rekonstruktionswelle

Er=T(X, y)- A~ g0
die Amplitude
Ar=ATo—yAA + Ad)
— yAA A (ko -To —¢s)

—yAA A e o To ) 12.7)
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Beobachtungswinkel
fur das virtuelle Bild

einfallende V transmittierte
Rekonstruktions- Rekonstruktions-
welle - welle
Hologramm \
gebeugte
virtuelles Rekonstruktions-  reelles
Bild welle Bild

Abb. 12.18. Rekonstruktion des Hologramms

hat. Die ersten beiden Terme beschreiben eine von
(X, y) unabhangige Schwéachung der transmittierten
Rekonstruktionswelle. Die letzten beiden Terme ent-
sprechen neuen Wellen

ETl — _)/Ag A Asei[wt—(kr—ko)'ro—%]
Er, = —vAo A Alellot-erlooral - (12)

deren Richtung durch den Wellenvektor k; = k; — kg
bzw. k, = k; + Ko gegeben ist. Man beachte, dal’ die
Richtung dieser Wellen nicht identisch mit der der
auf das Hologramm auffallenden Rekonstruktionswel-
le sein muB. Die Rekonstruktionswelle wird an den
Schwérzungsstrukturen des Hologramms, das wie ein
Amplitudengitter wirkt, gebeugt.

Beide Wellen tragen Informationen tber die Amp-
litude As und Phase ¢s der bei der Aufnahme ver-
wendeten Streuwelle, da sie genau die Amplitude

Es=As- @9 bzw, A gl@tw

enthalten, die auch bei der Aufnahme des Hologramms
vom Objekt auf die Photoplatte traf.

Wie man aus Abb. 12.18 sieht, treten zwei Bilder
auf: ein virtuelles Bild, das der Welle Et1 entspricht
und das man beim Betrachten hinter dem Hologramm
sieht, und ein reelles Bild, welches durch Et, erzeugt
wird und das man auch auf einem Schirm, den man
an den Ort dieses Bildes stellt, sichtbar machen kann
(allerdings dann nur zweidimensional).

Schaut man durch das Hologramm gegen die Rich-
tung einer dieser Wellen (12.8), so erscheint dem
Auge das dreidimensionale Bild des Gegenstandes, wie
er bei der Aufnahme des Hologramms vom Ort der
Photoplatte aus zu sehen war [12.19, 20].

Anmerkung

Verwendet man fiir die Rekonstruktionswelle eine an-
dere Wellenldnge A, als As der Streuwelle, so erscheint
das rekonstruierte Bild im Malstab A;/As vergrofert
oder verkleinert.

12.4.3 Weildlichtholographie

Die weite populére Verbreitung holographischer Bilder
wurde durch die Entwicklung der Weillichtholo-
graphie moglich, weil man hier zur Rekonstruktion
der Bilder keinen Laser mehr braucht, sondern ei-
ne gewohnliche inkohdrente Lichtquelle (z.B. eine
Gluhlampe oder die Sonne) verwenden kann. Wie
kann man das verstehen? Man muss zur Erzeugung
eines Weilllichthologramms, fur die man auch hier
einen Laser braucht, eine spezielle Anordnung wah-
len (Abb.12.19). Eine dunne Photoschicht (wenige
pm dick) auf einem Glastrager, dessen Dicke grof
ist gegen die Dicke der Photoschicht, wird von oben
mit dem aufgeweiteten Strahl eines Lasers beleuchtet
(Referenzwelle) und von unten mit dem vom Objekt
zurlickgestreuten Licht (Objektwelle).

In der Photoschicht entstehen dann durch die Uber-
lagerung der intensiven ebenen Referenzwelle und

Raum-
filter

) Objekt
Glastrager
m o /
d ez Phasenfront
N

b) AS =2d-sina d-sina

Abb.12.19a,b. Weililichtholographie: (a) Aufnahme des
Hologramms, (b) Selektive Reflexion am entwickelten Ho-

logramm durch Interferenz der an parallelen Schichten
reflektierten Teilwellen

Demtroder -Experimentalphysik 2

391



392

12. Neue Techniken in der Optik

der schwéacheren Objektwelle Interferenzmaxima und
-minima, die im Wesentlichen parallel zur Oberfléche
der Photoplatte verlaufen und zu einer Schichtstruk-
tur der Schwérzung der Photoplatte fiihren (siehe z. B.
Abb. 12.15). Bei einer Beleuchtungswellenldange von
A =0,6 um und einer Schichtdicke von 10 um erhalt
man etwa 20 parallele geschwérzte Schichten, die den
Interferenzschichten maximaler Intensitat entsprechen.

Bei der Beleuchtung der entwickelten Photoplatte
mit Licht der Wellenldnge A wird das Licht an den
einzelnen Schichten der Dicke d teilweise reflektiert
und die verschiedenen reflektierten Teilbtindel haben
bei einem Einfallswinkel & gegen die Schichtebene und
einem Abstand d zwischen den Ebenen den Wegun-
terschied (Abb.12.19b) As= 2d-sin «. Nur flr solche
Wellenlangen A tritt konstruktive Interferenz auf, fir
die gilt:

2d-sine=m-x (m=1,2,..) (12.9)

(Bragg-Bedingung). Das bei der Aufnahme des Holo-
gramms erzielte Schichtgitter selektiert daher bei der
Beleuchtung mit weillem Licht je nach Einfallswin-
kel o die passende Wellenldnge A aus, sodass das
rekonstruierte Objekt in der der jeweiligen Wellen-
lange A entsprechenden Farbe erscheint. Andert man
den Einfallswinkel «, so &ndert sich deshalb auch die
Farbe.

12.4.4 Holographische Interferometrie

In den Abschnitten 10.3 und 10.4 wurden einige klassi-
sche Interferometer vorgestellt, die auf der Zweistrahl-
interferenz bzw. der Vielstrahlinterferenz beruhten und
mit denen sehr empfindlich sowohl kleine Anderungen
As optischer Wegldngen s=n-L gemessen werden
konnten als auch Wellenlangen von Spektrallinien.

Die holographische Interferometrie erweitert die
Mdglichkeiten der klassischen Interferometer betrécht-
lich und lasst sich auf viele interessante Bereiche der
Technik und auch der Biologie anwenden. Es gibt im
Wesentlichen drei Verfahren [12.22]:

Beim Echtzeitverfahren wird von einem Objekt in
Ruhe ein Hologramm aufgenommen. Die Hologramm-
platte wird dann, ohne sie zu bewegen, am festen
Ort der Aufnahme entwickelt und mit der Referenz-
welle beleuchtet, sodass ein Hologrammbild wie in
Abb. 12.18 erzeugt wird. Verdndert man jetzt das Ob-
jekt, das am gleichen Ort bleibt, in der gewiinschten

Weise (indem man es z.B. belastet oder erwarmt),
so wird es sich nur sehr wenig andern. Beleuchtet
man es jetzt wieder genau wie bei der 1. Aufnahme
des Hologramms, so werden sich diese Anderungen
in Phasenverschiebungen der Signalwelle duRern. Die
Uberlagerung dieser Signalwelle vom veranderten Ob-
jekt mit der Rekonstruktionswelle vom Hologramm des
unverénderten Objektes fihrt zu Interferenzstrukturen
im holographischen Bild, die nur fiir diejenigen Tei-
le des Objektes auftreten, die sich verdandert haben.
Auf diese Weise kann man Gestaltsdnderungen fest-
stellen, die wesentlich kleiner als eine Wellenlange
des beleuchtenden Lichtes sind. Zur Illustration zeigt
Abb. 12.20a solche Interferenzstreifen, wie sie bei die-
sem Echtzeitverfahren beobachtet werden, wenn man
ein Weinglas holographisch aufnimmt, das Hologramm
entwickelt (dabei schrumpft die Filmschicht etwas)
und es dann erneut beleuchtet und das holographische
Bild mit der vom Hologramm erzeugten Rekonstruk-
tion Uberlagert. Das rekonstruierte Bild ist aufgrund
der Schrumpfung der Photoplatte etwas gedehnt, und
die Uberlagerung ergibt horizontale Interferenzstrei-
fen. Fullt man jetzt das Glas mit Leuchtgas aus einem
Feuerzeug, so bewirkt das aufsteigende Gas im Glas
eine Anderung der Brechzahl, die sich als Verformung
der Interferenzstreifen bemerkbar macht (Abb. 12.20b).

Beim Doppelbelichtungsverfahren wird ein Holo-
gramm des Objektes vor der Anderung aufgenommen
und dann bei feststehender Photoplatte noch mal nach
der Anderung. Will man z.B. die Verformung ei-
ner Metallplatte beim Einwirken von Kraften messen,
so wird ihr Hologramm vor der Verformung aufge-
nommen. Dann wird die Metallplatte, ohne sie aus
ihrer Position zu entfernen, durch eine duBere Kraft
verformt und wieder auf derselben Photoplatte ein
Hologramm des verformten Koérpers aufgenommen
(Doppelbelichtung der feststehenden Photoplatte).

Die Streuwelle Eg von den verformten Stellen
des Objekts hat bei der zweiten Belichtung des
Hologramms eine andere Phase als bei der ersten
Belichtung, sodass die Gesamtschwérzung des Holo-
gramms von der GroRRe der Verformung abhangt. Zur
Illustration ist in Abb. 12.21 das Doppelbelichtungsho-
logramm einer Aluminiumplatte gezeigt, die durch die
Membran eines Lautsprechers um wenige pum verformt
wurde.

Ein weiteres Beispiel ist die in Abb.12.22 ge-
zeigte Gluhbirne, von der einmal im eingeschalteten
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Abb.12.21. Holographisches Interferogramm der Verfor-
mung einer Aluminiumscheibe. Das Hologramm wurde
jeweils 15s lang vor und nach der Verformung belichtet.
(Dr. R. Lessing, Spindler & Hoyer, Gottingen) [12.21]

Zustand bei stromdurchflossenem Gluhfaden ein Ho-
logramm aufgenommen wurde und dann, wenige
Sekunden spater, im ausgeschalteten Zustand. Das
rekonstruierte Doppelbelichtungshologramm zeigt die
Konvektion des Fullgases Uber dem Gliihfaden und
die thermische Verformung des Glaskdrpers. Der Strei-
fenabstand entspricht einer Verformung um eine halbe
Wellenlange.

Bei periodisch schwingenden Objekten kann man
eine Hologrammaufnahme machen, bei der die Belich-
tungsdauer lang ist gegen die Schwingungsperiode. Da
sich das Objekt am l&ngsten an den Umkehrpunkten

Abb. 12.20a,b. Echtzeit-ho-
lographische Interferome-
trie. (a) Interferenz zwi-
schen originaler Objekt-
welle und vom Hologramm
rekonstruierter Welle,

(b) \erénderung der In-
terferenz durch Fillen des
Glases mit Leuchtgas aus
einem Feuerzeug

der Schwingung aufhélt (dort ist die Geschwindigkeit
der schwingenden Teile null), werden die wahrend die-
ser Schwingungsphasen vom Objekt gestreuten Wellen

Abb. 12.22. Konvektionsstrome oberhalb des Gluhfadens ei-
ner Glihlampe und thermische Verformung des Glaskolbens.
(Aus M. Cagnet, M. Francon, S. Mallick: Atlas optischer Er-
scheinungen, Erganzungsband, Springer Berlin, Heidelberg
1971)
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12. Neue Techniken in der Optik

starker zur Beleuchtung des Hologramms beitragen als
die Positionen, in denen sich die Oberfléche schnell
bewegt, und die deshalb nur kurzzeitig auftreten. Sie
werden daher im Hologramm bei der Rekonstruk-
tion stérker sichtbar. Wie schon in den Beispielen
der vorigen Abschnitte (z.B. Abb.12.21) deutlich
wurde, werden das Schwingungsverhalten von Kor-
pern, die Auslenkungsamplituden und die rdumliche
Verteilung der Schwingungsstrukturen durch hologra-
phische Interferometrie sichtbar gemacht, wobei auch
noch Auslenkungen As < /2 deutlich nachgewiesen
werden konnen.

12.4.5 Anwendungen der Holographie

\on den vielen moglichen und zum Teil bereits rea-
lisierten Anwendungen sollen hier, aulRer den bereits
in den vorigen Abschnitten behandelten Beispielen nur
wenige herausgegriffen werden:

Eine interessante Anwendung der Holographie be-
nutzt die digitale Berechnung eines Hologramms fir
Objekte im Sollzustand. Ein solches im Rechner
gespeichertes Hologramm kann dann in ein reales
Hologramm auf eine Photoplatte (z. B. Uber den Aus-
gabedrucker auf eine Folie) Ubertragen werden. Die
Uberlagerung der Bilder, die auf einem solchen ,,digita-
len“ Hologramm bei Beleuchtung mit der Auslesewelle
erzeugt werden, mit dem holographischen Bild des rea-
len Objektes lasst sofort (wie im vorigen Abschnitt
diskutiert wurde) alle kleinen Abweichungen erken-
nen. So wird z.B. bei der Endpolitur eines grof3en
Spiegels eines astronomischen Teleskops das Holo-
gramm dieses Spiegels mit dem digital berechneten
Hologramm der Sollflache (ideales Rotationsparabolo-
id) Uberlagert, wodurch alle Stellen, an denen die reale
Spiegelflache von der Sollflache abweicht, gleichzeitig
sichtbar gemacht werden. Dies verkirzt den sonst sehr
langwierigen Schleifprozess erheblich.

Anwendungen in der Autoindustrie sind z. B. holo-
graphische Doppelbelichtungsaufnahmen eines Auto-
reifens bei zwei verschiedenen Fulldriicken, aus denen
sehr kleine Ausbeulungen aufgrund unterschiedlicher
Reifenwandstarke sofort sichtbar werden.

Mithilfe der holographischen Interferometrie I&sst
sich die Wachstumsgeschwindigkeit von Pilzen in-
nerhalb von wenigen Sekunden messen, indem man
den Pilz mit dem Doppelbelichtungsverfahren zweimal
holographisch aufnimmt und die Interferenzstreifen

ausmisst. So lasst sich z.B. die Nahrstoffzufuhr bei
Pilzkulturen optimieren.

Eine interessante Anwendung in der Medizin ist die
holographische Vermessung des Kopfes von Personen.
Vergleicht man das dadurch erhaltene dreidimensionale
Bild mit einer Réntgenaufnahme des Schadels, so lasst
sich durch Vergleich der beiden Aufnahmen die raum-
lich aufgeldste Struktur des Weichgewebes bestimmen.
Erstellt man eine Kartei dieser Verteilung fir be-
stimmte Gesichtstypen, so kann man bei Operationen
von Misshildungen im Gesicht oder von Unfallver-
letzungen dem Chirurgen bildlich am Computer vor
der Operation genau zeigen, welche Gesichtsveran-
derungen bestimmte Eingriffe in die Knochenstruktur
bewirken, sodass er entscheiden kann, wie er am besten
operieren sollte [12.25].

Von groRer Bedeutung werden wahrscheinlich in
Zukunft holographische Speicher sein, die nach den
bisherigen Ergebnissen sehr grof3e Informationsdichten
haben werden, da man auf engem Raum viele Holo-
gramme Uberlagern kann. Als Speichermaterial kom-
men z. B. ferroelektrische Kristalle in Frage. Durch das
im Volumenhologramm herrschende elektrische Feld

O OO0
OGN OO IO
OO OO B 000 0 00

Lichtintensitat

raumliche Variation
des Brechungsindex

Abb.12.23a,b. Holographischer Speicher in einem ferro-
elektrischen Kristall (LINBO3 mit Eisenionen Fe?* bzw.
Fe3* dotiert). () vor und (b) nach der Belichtung. Die
rote Kurve gibt die Lichtintensitat, die schwarze den raumli-
chen Verlauf der Ladungsdichte an, die den Brechungsindex
beeinflusst [nach Smith]
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der Lichtwelle werden Ladungen verschoben, sodass
das Hologramm hier nicht als Schwéarzungsmuster ei-
ner Photoplatte, sondern als Raumladungsverteilung
vorliegt, die zu einem réumlichen Brechungsindex-
muster fihrt (Abb. 12.23). Solche Hologramme kénnen
dann wieder ausgelesen werden durch eine Referenz-
welle [12.22-26].

Demtroder -Experimentalphysik 2
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Bild2 TEM,q (ax. sym.)

Bild 3 TEMg,

Ein reiner TEMg-Mode 1aBt sich jedoch jederzeit ein-
stellen. Man dreht eine Justierschraube des Auskoppel-
spiegels (R = 98%),) solange, bis sich die gewlinschte
Schwingungsform einstelit.

Durch Aufweiten des Laserstrahls mit einer Linse, z. B.
Plankonvex-Linse f= 30 mm 063042, lassen sich die
TEM-Moden feicht beobachten (siehe auch Versuch
Nr. 18).

Insbesondere bei den Beugungsversuchen ist darauf
zu achten, daf3 der Laser in einen reinen TEMg-Mode
schwingt, da man dann sehr scharfe Beugungsbilder
erhalt.

Versuchsbeschreibungen

1

Versuch zur Erfduterung Fresnelscher Zonen

Nach dem Huygensschen Prinzip (Christian Huygens,
1629 bis 1695) kann jeder Punkt einer Wellenflache
(Flachen gleicher Phase) als Quellpunkt einer von ihm
ausgehenden Kugelwelle, einer sogenannten Elemen-
tarwelle, aufgefaBt werden. Die so entstehenden un-
endlich vielen Elementarwellen Uberlagern sich bei
ihrer weiteren Ausbreitung und interferieren mitein-
ander, wobei sie als neue Wellenflachen gerade die
Wellenflachen der urspriinglichen Kugelwelle ergeben.
J. A, Fresnel (1788 bis 1827) benutzte dieses Prinzip,
um die Lichtverteilung hinter einer kreisférmigen Off-
nung zu bestimmen, die von einer auf der Mittelsenk-
rechten vor ihr befindlichen punkiférmigen Lichtquelle
erzeugt wird. Bild 4 zeigt die Sachlage:

Bild 4 Fresnelsche Zonen

Fresnel teilte den innerhalb der Blende Bl liegenden
Teil der Wellenflache W in Zonen Ag, Ay, Az ...... A,
auf, deren Abstand von einem beliebigen Punkt P sich
von Zone zu Zone (beginnend bei Ag) um eine halbe
Wellenlange des verwendeten Lichtes verlangert. Ist
die Blende nun so groB, daB eine gerade Zahl vonZo-
nen zur Wirkung kommt, so herrschtim PunktP Dunkel-
heit, weil sich die Elementarwellen dieser Zonen we-
gen des Gangunterschiedes einer halben Wellenlange
von Zone zu Zone durch Interferenz im Punkte P aus-
|6schen.

Verschiebt man nun die Blende Bl nach BI', so daB
eine ungerade Zahl von Zonen flr die neue Wellen-
flache W’ zur Wirkung kommt, dann herrscht im Punkt
P Helligkeit, da die Interferenz der Elementarwellen im
Punkte P keine vollstandige Ausléschung ergibt.

Diese Uberlegungen treffen nattrlich auch fur alle
Punkte zu, die seitlich von der Achse liegen. Das Er-
gebnis ist ein konzentrisches Ringsystem um den
Punkt P. Verschiebt man die Blende in Achsenrichtung,
dann wird die Mitte dieses Ringsystems (Punkt P) ab-
wechselnd hell und dunkel; das gleiche erreicht man
durch Offnen und SchlieBen einer verstellbaren Blende,
z.B. einer lIrisblende.

Bild 5 zeigt das Versuchsergebnis fir eine Blende, die
derart placiert wurde, daB eine gerade Zahl von Zonen
zur Wirkung kommt. Das Zentrum des konzentrischen
Ringsystems ist dunkel.

Bild 6 zeigt die Wirkung von einer ungeraden Zahl von
Fresnelschen Zonen; das Ergebnis ist eine helle Mitte
im Ringsystem.

Bild 5

6 Spindler & Heuer - Arbeitsunterlagen
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Bild 6
Versuchsaufbau:
Schirm
f 30 Lochblende 1,0 f 20 — -

ZPl ZPl Pl
Bild 7

2

Beugung an einer Kante

LaBt man Licht auf den Rand eines Schirmes fallen,
erhalt man keinen scharfen Schatten hinter dem Schirm.
Der Raum auBerhalb des geometrischen Schattens ist
von hellen und dunklen Streifen parallel zur Kante des
Schirmes durchzogen. Das Licht wird an der Kante
abgebeugt, und einzelne Lichtblndel interferieren mit-
einander. Fur den Abstand der dunklen Streifen auBer-
halb des geometrischen Schattens gilt:

—
X, = l/m k-7) (=2.46i...)

Darin bedeutet E die Entfernung von der Kante bis zur
Beobachtungsebene und A die Wellenlédnge des Laser-
lichtes (633 nm).

Innerhalb der Schattengrenze ist der Abstand der
Interferenzstreifen enger, und der Intensitatsunter-
schied zwischen Helligkeit und Dunkelheit vermindert
sich sehr viel rascher.

Bild 8 zeigt die mit einer Linse f = 30 mm vergréBerte
Beugungsfigur einer Kante.

Bild 8

Versuchsaufbau:

Beugungskante f 20 Schirm

ZPt ZPl
Bild 9

3

Beugung am Einfachspalt

Wird ein Spalt kohéarent beleuchtet, dann breitet sich
das Licht hinter dem Spalt nicht geradlinig in der ur-
springlichen Einfallsrichtung senkrecht zum Spalt aus,
sondern als Folge der Beugung nach allen Richtungen.
Nach dem Huygens-Fresnelschen Prinzip gehen von
jedem Punkt der Beugungsoffnung Sekundarwellen
aus. Diese interferieren miteinander.

Mit der folgenden Gleichung kann man die Intensitét o
in jeder beliebigen Richtung bestimmen:

Darin bedeuten b = Spaltbreite; o = Beugungswinkel;
) = Wellenlange des verwendeten Lichtes.

Es sollen nun die Beugungswinkel a; bestimmt werden,
fur die ein Intensitatsminimum besteht. Die Nullstellen
des Zéhlers der obigen Gleichung geben die Lage
dieser Minima an:

sin? <f}9 sin 0L> =0
Diese Bedingung v:/ird erfillt fur sinoy = %‘ k=1;2;
3; ....). k=0 muB gesondert behandelt werden, da
sich fur I, = b?- %, also ein unbestimmter Ausdruck
errechnet. Die Lésung ergibt sich durch zweimalige
Differentiation von Zahler und Nenner, wenn fir

% sin a = ¢ gesetzt wird:

Lim  Lim sin?(xg) _ wcos?(ng)-msin’(ng) _

k—>0 k—0 a2¢? E

1

Damit wird fur unabgelenkte Strahlen (sin ay = 0)
lo = b?% der groBte Intensitatswert, der auftreten kann.
Die Maxima der Helligkeit liegen nicht genau an den
Stellen, wo der Z&hler seine Maxima hat, da die Va-
riable ja auch im Nenner steht. Die Abweichungen sind
aber nicht sehr groB, so daB man fir die entspre-
chenden Beugungswinkel «’ angenahert schreiben
kann:
sin? (Lb sin a’) =1
A

Diese Gleichung wird erfullt fur

a0 e, =% . 37 5w
k=5 i 5 g e
oder allgemein geschrieben:
2 1
=0 ——(k=1;2;3: ......
sin o'} 5 ( 1;2; 3; )

Spindler & Heuer - Arbeitsunterlagen 7



Die aufeinanderfolgenden Minima sowie die Maxima
haben einen in Einheiten von sina konstanten Abstand

von _’5 Nur der Abstand der beiden Minima erster
Ordnung rechts und links betragt das Doppelte, nam-

lich Qt: ., weil das Minimum fur k = 0 ausfallt. Demnach

hat das zentrale Helligkeitsmaximum die doppelte
Breite wie die Ubrigen Maxima. Mit kleiner werdender
Spaltbreite b wird der Abstand der Minima und Maxima
groBer, da b im Nenner steht.

cs v e see@iiBes - o

Bild 10 Beugung am Spalt 0.4 mm

Bild 11 Beugung am Spalt 0.3 mm

Bild 12 Beugung am Spalt 0.2 mm

Die Beugungserscheinung wird also mit gréfBer wer-
dender Offnung sowie mit kleiner werdender Wellen-
lange schwacher. Fur die Extremwerte b = oo oder) =0
wirde Uberhaupt keine Beugung stattfinden, d. h. die
Gesetze der geometrischen Optik wirden in Strenge
gelten. DaB diese in vielen Fallen wenigstens ange-
nahert gelten, liegt an der Kleinheit der verwendeten
Lichtwellenlange. Je mehr man jedoch zu langeren
Wellenlangen ubergeht, desto starker werden die Ab-
weichungen von der geometrischen Optik und desto
sorgfaltiger mussen die Gesetze der Wellenoptik be-
ricksichtigt werden.

Aus den oben genannten Beziehungen 4Bt sich bei
bekannter Spaltbreite und durch Ausmessen des Beu-
gungswinkels die Wellenléange des verwendeten Lich-
tes bestimmen.

Versuchsaufbau:

Spalt

Oraht f 150
Mehrfachspatt
Lochblende 1,0 |
Scheibenblende ;- — — e

f 20,30 Schirm
—_—

ZPL P ZPL
Bild 13

Die Linsen f = 150 mm und f = 20 oder 30 mm bilden
zusammen ein Abbildungsfernrohr, mit dem die Beu-
gungserscheinungen auf einem weien Schirm ver-
groBert abgebildet werden kdnnen. Die Scharfeinstel-
lung des Fernrohres erfolgt ohne Beugungsobjekt und
ist dann erreicht, wenn auf dem Schirm ein vergroBerter
Lichtfleck mit kleinstmoglichem Durchmesser erscheint.
ZweckmaBigerweise schiebt man die Linse f = 20 mm
oder 30 mm bis zum Ende der Fihrungsstangen und
verschiebt die Linse f = 150 mm zur Scharfeinstellung.

4

Babinetsches Theorem; Beugung am Draht

Durch die Beugung am Spalt wird auBerhalb des Zen-
tralbildes eine bestimmie Amplitudenverteilung der
Lichtwellen erzeugt. Ersetzt man den Spalt durch einen
Draht, dessen Durchmesser gleich der Spaltbreite ist,
so liefert dieser auBerhalb des geometrischen Schat-
tens eine Amplitudenverteilung, die der durch den
Spalt erzeugten genau entgegengesetzt ist.

Die beiden Beugungserscheinungen missen sich nam-
lich kompensieren, wenn man den Beugungsspalt bzw.
den Beugungsdraht fortnimmt. Es herrscht also aufler-
halb des Zentralbildes auf dem Schirm Dunkelheit.

In beiden Beugungserscheinungen ist die Intensitéts-
verteilung identisch. Dies gilt nicht nur fur Spalt und
Draht, sondern auch fir andere Objekte: Komplemen-
tare Schirme, d.h. Schirme, bei denen Offnungen und
undurchsichtige Partien vertauscht sind, liefern bei
Fraunhoferscher Beugung (im parallelen Licht) auBer-
halb des Bereiches der geometrischen Abbildung die
gleichen Beugungserscheinungen.

Dieses Theorem wurde zuerst von A. Babinet (1837)
ausgesprochen und nach ihm benannt.

Bild 16 zeigt den Vergleich der Beugung am Draht mit
der Beugung am Spalt. Das Verhaltnis der Spaltbreite b
zur Drahtstarke d betrégt:

b:d=1:1

Bild 14 Beugung am Draht 0.1 mm

Bild 15 Beugung am Draht 0.2 mm

Spindler & Heuer - Arbeitsunterlagen



Bild 16 Beugung am Spalt 0.3 mm
Beugung am Draht 0.3 mm

Versuchsaufbau:
Spatt
Df’c?ht f 150 Schirm

Mehrfach spalt
Lochblende 1,0
Scheibenblende - T T

ZPL Pl

Bild 17

5

Bestimmung der Wellenldnge des Laserlichtes durch
die Beugung am Spalt

Das Beugungsbild des Spaltes fallt auf einen Bogen
Millimeterpapier, der beispielsweise auf einen weiBlen

Schirm 036340 geklebt ist. Die unter dem sinu) = k IF

erscheinenden Minima lassen sich in dieser Weise
leicht nachzeichnen und anschlieflend ausmessen.
Wenn E die mittlere Entfernung vom mittleren Maxi-
mum auf dem Schirm zum Spalt ist und 2 x der Ab-
stand der beiden &quidistanten Minima k-ter Ordnung,
so gilt fir geniigend grofes E:

tga = sina = —und man erhalt = =k  oder % = bx
E E b k

m

Diese Beziehung zeigt, daB3 insbesondere die Spalt-
breite b durch ihre Schmalheit (GréBenordnung 0.1 mm)
mit Toleranzen von nur wenigen 0.01 mm das Mef-
ergebnis stark beeinfluft.
Man wird also fir diesen Versuch zunachst die Spalt-
breite genau bestimmen bzw. aus den Ergebnissen mit
der angenommenen Spaltbreite den Korrekturfaktor ¢,
errechnen: 633
Cb = .
IS
m
Lm — mittlere aus dem Versuch errechnete Wellenlange.

Beispiel:

Fir eine angenommene Spaltbreite by = 0.2 mm und
eine Entfernung Schirm-Spalt von 1700 mm wurde
fur die 5., 10., 15. und 18. Ordnung ein Abstand x von
33, 66, 99 und 119 mm gemessen. Mit diesen Werten
errechnet sich eine mittlere Wellenldnge von 4.,y =
776 nm, die den Korrekturfaktor zu ¢, ; = 0.815 ergibt.
Der Spalt hatte folglich eine Breite b von 0.163 mm,
was die Nachmessung im MefBmikroskop bestéatigte.

Spindler & Heuer - Arbeitsunterlagen

In gleicher Weise ,eicht” man die Blenden 0.3 und 0.4
und kommt dann auf einen sehr guten Wert fir die
Laserwellenlédnge, wenn diese in nachfolgenden Ver-
suchen aus verschiedenen Parametern fir E und die
drei zur Verfigung stehenden b experimentell ermittelt
werden soll.

Fur kurze Entfernungen E besteht die Schwierigkeit,
dal3 die Minima in dem Beugungsbild sehr eng bejein-

ander liegen und sich nur ungenau nachzeichnen las-
sen. Hier kann man nun das schon bei friheren Ver-
suchen benutzte Abbildungsfernrohr einsetzen. Zu-
néachst wird das Fernrohr scharf eingestellt: Der Spalt
ist 'noch nicht eingesetzt, die ,Okularlinse“ mit f =
20 mm Brennweite wird auf dem Ende der Stangen
befestigt (siehe Bild 18) und die ,Obijektivliinse* so
verschoben, dal3 auf dem Schirm bzw. dem Bogen
Papier der kleinstmoégliche vergréBerte Lichtfleck er-
scheint. Dies ist dann die Scharfeinstellung des Fern-
rohres.

Flgt man jetzt einen Spalt in die vor der Objektivlinse
stehende Aufnahmeplatte ein, dann erscheint auf dem
Schirm ein vergréBertes Beugungsbild.

Die Auswertung erfolgt nach den gleichen Formeln
unter Berlicksichtigung der FernrohrvergréBerung, die
sich aus dem Verhéltnis der Brennweite der Objektiv-
linse zur Brennweite der Okularlinse ergibt:

v=Fh 21505
f, 20
Die Formel fur die Wellenldnge lautet dann:
n= . brx
E-k-75

Da auch hier die VergréBerung kein exakter Wert ist,
wird man wieder mit einem Korrekturfaktor zu rechnen
haben: 5
- m

V. 633
Beispiel:
Fir eine Entfernung Spalt- Schirm von 1700 mm wur-
den fur die Spaltbreiten 0.2, 0.3 und 0.4, multipliziert
mit ihrem jeweiligen Korrekturfakior ¢, die mittleren
Wellenlangen 539, 540 und 543 nm errechnet bzw. ex-
perimentell bestimmt. Das ergibt eine gemittelte Wel-
lenlénge von i, = 541 nm, die zu dem Korrekturfaktor
¢, fur die VergréBerung fuhrt:

_ 541
Y633
Die VergréBerung muf3 also mit exakt 7.5 X 0.85 = 0.64
beriicksichtigt werden. Dieser Faktor ¢, gilt natirlich
nur fiir eine vorgegebene Entfernung E, in diesem Falle
fur E = 1700 mm.

c 0,85.

Versuchsaufbau:

Spalt, Strichgitter Schirm

i

1
g

: |

I m—

z
Bild 18
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Beugung durch mehrere, kongruente, regelmaBig an-
geordnete Offnungen

Fur die Beugungsintensitat mehrerer in regelmafBigen
Absténden nebeneinanderliegender gleicher Offnungen
(Gitter) gilt im Beugungspunkt die Gleichung:

sin? (E)LE sin a) sin2(

(Lb sin a)2 sin? (
A

‘ e

I .
3 sma)

lg =

>|al>

S sina)

Darin bedeuten: b = Spaltbreite, s = Abstand zweier
Spalte {Gitterkonstante); p = Anzahl der interferieren-
den parallelen Strahlenbundel (Gitter mit p Offnungen);
o = Beugungswinkel; A = Wellenlange des verwende-
ten Lichtes (632,8 nm).

Diese Gleichung gibt also fur jede gebeugte Richtung «
die Intensitét |, des Lichtes im Beugungspunkt an.

I, ist ein Produkt zweier Ausdriicke, von denen der
erste die Intensitatsverteilung am Einfachspalt darstelit
(siehe Beugung am Einfachspait). Der zweite Ausdruck
beschreibt das Zusammenwirken von p Spalten. Be-
trachtet man nun die Richtungen, in denen der Einzel-
spalt ein Minimum liefert, dann muB der erste Faktor
= 0 werden. Damit wird aber auch der gesamte Aus-
druck I, = 0. Daraus folgt, daB die Minima des Einzel-
spaltes in jedem Falle erhalten bleiben. Durch das
Hinzufligen der Ubrigen Beugungséffnungen kann an
diesen Stellen niemals Helligkeit entstehen.
Umgekehrt kann aber an den Stellen, an denen der
Einzelspalt Maxima liefert, Dunkelheit entstehen, wenn
namlich der zweite Faktor = 0 wird. Dies gilt fur alle
Falle von Beugung durch gleichgestaltete Offnungen.
Die zu erwartende Beugungserscheinung geht aus der
fur einen einzelnen Spalt dadurch hervor, daB die
Maxima noch von dunklen Interferenzstreifen durch-
zogen werden.

Der bequemeren Ausdrucksweise wegen werden im
folgenden nach Fraunhofer die Maxima und Minima
eines Einzelspaltes als Minima und Maxima erster
Klasse, die durch das Zusammenwirken mehrerer Off-
nungen entstehenden als Minima und Maxima zweiter
Klasse bezeichnet.

Es soll zunachst die Beugungserscheinung an Doppel-
spalten untersucht werden (p = 2). Eg lautet dann die
Intensitatsgleichung in der Richtung a:

sin? (}}b smu) sin2 (23 s sina)

- - S }7 [
« 2
(*lb sin a) sin? (*; s sinu)

Wie beim Einzelspalt erhalt man nun die Minima
I. Klasse fur die Nullstellen des Zahlers des ersten

Faktors. Diese Bedingung wird erfallt far sin o = <&

(k=1;2; 3; ....) (siehe Beugung am Einzelspalt). Far
k=0 erhalt man wieder das zentrale Maximum |. Klasse.

10

Die Minima Il. Klasse sind durch die Nullstellen des
Z&hlers des zweiten Faktors bestimmt:

Lo (27
Sin ‘"};’*S Sina

o
sin T’S sina

=0

Setzt man fur % s sina = ¢, dann kann man schreiben:

sin22 ¢
sin? ¢

= 0, oder:

‘2 2
4 sing Acp24_cos Py cos? ¢ = 4 cos? (l s sin a) :
sin? ¢ I8

4 cos? (—;L s sina)z 0 wird erfuilt fir

2h+1 &
2 s (h=0;1;2;..))

sinah =

Es entstehen also neue Minima II. Klasse an den
Stellen:

. A . 3h 5k
Slna0=5;; Sma]:?s ; S]no.Q:E'é';
) - 2h+1
sindp = T os A

Diese Minima haben den Abstand% , und dieser ist,

da s > b sein muB, kleiner als der Abstand {; der

Minima erster Klasse. Das zentrale Maximum . Klasse

hat die Breite 2b}~ ; demnach liegen in diesem Maximum

QTZ‘ ;izgggMinima ll. Klasse. Bild 19 zeigt das Ergeb-
S

nis eines Doppelspaltes mit Spaltbreite b = 0.25 mm
und Spaltabstand s = 0.756 mm. Fur diese Werte er-
rechnet man 6 Minima 1l. Klasse im zentralen Haupt-
maximum erster Klasse, was durch den Versuch be-

statigt wird.

Bild 19

An das zentrale Maximum |. Klasse schlieen sich
dann die breiten Minima [. Klasse und die Maxima
I. Klasse und erster Ordnung an, durchzogen von
Minima 1. Klasse.

Der Versuch mit einem Spalt der Spaltbreite 0.25 und
des Spaltabstandes 0.50 mm nach Bild 20 ergibt eben-
falls das richtige Ergebnis von 4 Minima im zentralen
Hauptmaximum.
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Bild 20

Unbericksichtigt blieben bisher die Maxima Il. Klasse.
Sie liegen an den Stellen, fur die der zweite Faktor
=11 wird:

4 cos? (%s sina): *1

Diese Gleichung wird erfullt far % s sina = 0; n; 2x;

3r; . ... K’z
Diese Maxima liegen danach an den Stellen, fir die

sin oy = ‘% ist:

. . Ao
sinog = 0; sinoy =—; sina, = 2_7‘ ........
s s

Die Maxima [l. Klasse liegen also gerade zwischen den
Minima 1l. Klasse, deren Abstand vorher beschrieben
wurde.

Diese Maxima werden Hauptmaxima genannt, da fir
groBere Werte p noch kleinere Maxima vorhanden
sind.

Die méglichen Maxima [l. Klasse brauchen nicht immer
alle aufzutreten, namlich dann nicht, wenn eines oder
mehrere derselben auf ein Minimum 1. Klasse fallen.
Diese Minima bleiben ja unter allen Umsténden er-
haiten. Der beschriebene Fall tritt z. B. dann ein, wenn

das k-te Minimum erster Klasse: sin oy =%mit dem
k’-ten Maximum li. Klasse: sin o) = k?l)‘ zusammenfallt.
Dann gilt:

b s s k

Ist nun z.B. 2b = s, wie bei dem oben beschriebenen

Spalt, dann ist { = iz; es fehlt dann jedes zweite Ma-

ximum ll. Klasse, da es mit einem Minimum |. Klasse
zusammenfallt. In diesem Falle treten nur die ungerad-
zahligen Maxima Il. Klasse auf.

Erhoéht man die Zahl p der Spalte, dann bleibt im Prin-
zip alles wie bisher, nur treten die Hauptmaxima immer
starker hervor. Da diese Maxima [l. Kiasse durch das
Verschwinden von Zahler und Nenner des zweiten
Faktors der Intensitatsgleichung bestimmt waren, wer-
den die Intensitdten derselben immer stérker, und
zwar proportional zu p?% Die Maxima werden héher
und schmaéler, und zwischen den Hauptmaxima bilden
sich Nebenmaxima, die mit zunehmendem p zahlreicher
(p~2), aber auch immer schwacher werden.

Spindler & Heuer - Arbeitsunterlagen

Bild 21

Bei groBem p, wie man es bei optischen Gittern hat,
herrscht zwischen den Hauptmaxima Dunkelheit. Bild 22
zeigt die Beugung an einem Gitter mit p = 100/cm (Ver-
suchsaufbau siehe Bild 25).

Bild 22

Zusammenfassend 188t sich Gber die Beugung an meh-
reren Offnungen folgendes sagen:

Bei der Beugung an vielen in gleichmé&Bigen Abstanden
nebeneinanderliegenden Offnungen liegen die Haupt-
maxima an den Stellen

sina =i<3 k=01,23..... K).

Darin bedeutet s den Abstand der Mitten zweier be-
nachbarter Offnungen, der bei einem Gitter Gitter-
konstante genannt wird. Die Beugungsmaxima sind um
so intensiver und schméler, je groBer die Zahl der
beugenden Offnungen ist. Steht die Gitterkonstante s
zur Breite b der Offnungen in einem rationalen Ver-
haltnis, so fallen gewisse der durch die obige Gleichung
gegebenen Maxima aus. Dies kann mit dem Dreifach-
Spalt s = 0.5 mm und b = 0.25 sowie den anderen
Mehrfach-Spalten leicht im Versuch Uberprift werden.

Versuchsaufbau:
Spalt »
Draht f 150 f 20,30 Schirm

Mehrfach spatt
Lochblende 1,0 I
Scheibenblende - —_———

ZPL Pt ZPl

Bild 23
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Beugung an einem Drahtkreuzgitter

Fur die Beugung an einem Drahtkreuzgitter mit einem
Drahtabstand von 0.1 mm und einer Drahtdicke von
0.04 mm geiten die gleichen Uberlegungen wie die fir
Beugungen an gleichméaBigen Offnungen, Versuch 6.
Die fur die x-Richtung geltenden Formeln muB man fiir
die y-Richtung erweitern und erhélt dann die fir recht-
eckige Offnungen zutreffenden Intensitatsformeln.

Das charakteristische Beugungsbild eines Drahtkreuz-
gitters zeigt Bild 24.

Bild 24
Versuchsaufbau:
Strichgitter Schirm

Drahtkreuzgitter
Lochblende 0,2/0,3

Bestimmung der Wellenldnge des Laserlichtes durch
die Beugung am Gitter

Bei der Beugung am Gitter gilt fir die Beugungs-
winkel der auftretenden Maxima:

sinak:gi(k:0,1,2,3, ..... )

Darin bedeutet s den Abstand der Mitten zweier be-
nachbarter Offnungen, in unserem Fall s = 0.1 mm
(Gitterkonstante).

Die Versuchsdurchfiihrung erfolgt genauso wie bei
Versuch 5. Fur die Wellenlénge ist:

S X

M=o

Bei groBen Beugungsordnungen (groBes k) gilt nicht

mehr sin o :E

12

Man muf} hier den sin oy berechnen, der sich wie folgt
ausdriicken 1&6t:

Sinak = ——= —T,

Man errechnet dann die Wellenlange nach:
il x
Tk VT{Z} X2

Darin bedeuten: E = Entfernung Gitter - Schirm; x =
Abstand des k-ten Minimums vom zentralen Maximum;
s = Gitterkonstante (0.1 mm).

Beispiel

Fur eine Entfernung E = 1700 mm wurden fir die Ord-
nungen k = 3, 6, 9 und 12 die Minima gemessen zu
x = 31, 62, 93, 124 mm. Daraus errechnet sich eine
Wellenldange von A = 610 nm. Dieses Ergebnis zeigt,
wie schon bei vorhergehenden Versuchen, daB das
fotografisch hergestellte Gitter nicht mit beliebiger Ge-
nauigkeit von 0.1 mm fir die Gitterkonstante hergestellt
werden kann. Der Korrekturfaktor fir die angenom-
mene Gitterkonstante betragt

¢ =0%3-933_ 037

Die wahre Gitterkonstante ist also 0.1037 mm.

Versuchsaufbau:
Spalt, Strichgitter Schirm
k
, A
|
}/
— ' ' ' zx
1 oC
i
i
|
| k
! E |
ZP{
Bild 26
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Beugung an Lochblenden

Eine kreisférmige Offnung vom Durchmesser d liefert
bei koharenter Beleuchtung ein Beugungsbild aus
konzentrischen hellen und dunklen Ringen (siehe
Bild 27, 28, 29).

Die dunklen Ringe erscheinen unter den Beugungs-
winkeln ay, fur die folgende Beziehungen gelten:

sindagq = 1,222}—; sina o = 2,23—2; sina g3 = 3,23%
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Bild 27 Beugung an der
Lochblende 0.2 mm

Bild 28 Beugung an der
Lochblende 0.3 mm

Bild 29 Beugung an der Lochblende 1.0 mm mit VergréBe-
rungsfernrohr

Die hellen Ringe erscheinen an den Stellen oy, fur die
gilt:

) Lo Lo A
sind g = 1,633; sina o = 2,6775; sina 3 = 3’693‘
Die Betrachtungen sollen hier auf drei Ringe be-
schrankt bleiben.

Die Gleichungen fur die tbrigen Ringe kann man sehr
schnell aus dem Versuch ermitteln.

Versuchsaufbau:

Strichgitter Schirm
| Drahtkreuzgitter —
: Lochblende 0,2/0,3
I
I
|
I
I
|
ZPt
Bild 30
Spalt
Dfuuht £ 150 £20,30 Schirm
Mehrfachspalt
Lochblende 10 I s

Scheibenblende

ZPL Pl ZPl

10

Beugung an einer Scheibenblende, Poissonscher Fleck
Die Beugung an der Scheibenblende 040170 liefert den
Poissonschen Fleck. Das am Rande dieses Scheibchens
parallel auftreffende, abgebeugte Licht ergibt als Beu-
gungsfigur eine helle Mitte im Schattengebiet, um-
geben von konzentrischen Ringen.

Bild 32 Beugung an der Scheibenblende

An den Stellen, an denen die abgebeugten Lichtwellen
den Gangunterschied 2k}, k=0, 1, 2, 3 ... haben, tritt
Aufhellung ein. Es muf3 daher fir k = 0 (Mitte der geo-
metrischen Lichtgrenze) auch Aufhellung eintreten. Dies
ist der Poissonsche Fleck.

Bild 33

Auch hier gilt das Babinetsche Theorem (siehe Beu-
gung am Draht). Bild 33 zeigt die Beugung an der
Scheibenblende und an einer Lochblende gleichen
Durchmessers.

Versuchsaufbau:

Spalt
Draht 150
Mehrfachspalt
Lochbtende 1,0
Scheibenblende

f20,30 Schirm
R

ZPL Pl ZPL
Bild 34
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Bildentstehung im Mikroskop

Eine sehr interessante Anwendung von Beugung und
Interferenz stellen die Untersuchungen E. Abbé’s Uber
die Leistungsfahigkeit von Mikroskopen bei durch-
strahlten, aber nicht selbstleuchtenden Objekten dar.
Mit einem Mikroskop sollen durchleuchtete Objekte
mit sehr feinen Strukturen erkannt werden. Als ein
solches Objekt kann ein Strichgitter dienen, in unse-
rem Fall eines mit 100 Strichen/cm. Wiirde man dieses
Gitter auf den Tisch eines Mikroskopes legen, dann
wiirde das durch das Gitter hindurchtretende Licht an
ihm gebeugt werden. Es entstehen also neben dem
Zentralbild, das entstehen wiirde, wenn kein Gitter
vorhanden wiére, in der Brennebene des Objektivs auf
beiden Seiten noch die spektral abgebeugten, zerleg-
ten Bilder der Lichtquelle. Bei Vorhandensein einer
parallelen Lichtquelle (Laser) wirde sich ein nach Bild
35 dargestellter Sachverhalt ergeben:

Bild 35

Von dem parallei einfallenden Licht L wird in der
Brennebene des Objektivs das Zentralbild Z und die
daran sich anschlieBenden Beugungsbilder +B und -B
(hier nur zwei angedeutet) gebildet. In der Brennebene
des Objektivs entsteht also das Beugungsbild der un-
endlich entfernten Lichtquelle (paralleles Licht), von
Abbé ,primares Bild“ genannt.

Diese Bilder interessieren aber bei einem Mikroskop
nicht, man will ja ein Bild des Objektes haben. Aus
Bild 35 ist nun zu erkennen, daf3 die Strahlen, die die
Beugungsbilder der Lichtquelle liefern, in threm wei-
teren Verlauf hinter der Brennebene des Objektivs in
der zur Objektebene O konjugierten Bildebene 0’ das
reelle Bild des Objektes liefern missen: von Abbé
.sekundéres Bild* genannt.

14

Daraus folgt, daB ein unmittelbarer Zusammenhang
zwischen primédrem und sekundérem Bild besteht. Da
alle Beugungsbilder zum Aufbau des reellen Bildes
mitwirken, sind im Prinzip auch alle notwendig, um ein
vollkommen &hnliches Abbild des Objektes zu liefern.
Jede Stérung oder teilweise Beseitigung der Beugungs-
bilder in der Brennebene des Objektivs bringt zwangs-
laufig eine Storung des sekundaren Bildes mit sich. In
dem Bild 35 liegt eine solche Stérung vor, da nicht alle
Beugungsordnungen in das Objektiv eintreten kénnen,
sondern nur die ersten beiden. Es ist also unter diesen
Bedingungen eine Bildstorung zu erwarten. Aus den
vorhergehenden Versuchen war zu sehen, daB die In-
tensitadten der Beugungsordnungen mit zunehmender
Ordnungszahl abnehmen. Folglich sind fur die Bild-
entstehung die Beugungsbilder der ersten Ordnungen
die wichtigsten. Abbé hat nun gezeigt, daBl zum Er-
kennen der Gitterstruktur mit der Gitterkonstanten s
auBer dem zentralen Lichtblindel noch mindestens die
erste Beugungsordnung von dem Objektiv durchge-
lassen werden muB.

Wie vorher ermittelt wurde, ist der Winkel, unter dem
das erste Beugungsmaximum auftritt, gegeben durch

) A
sinay = Z

L ist hier die Wellenldnge des Lichtes im Raum zwi-
schen Objekt und Objektiv. Arbeitet man zur Erreichung
starker VergréBerungen mit einer Flussigkeitsimmer-
sion, dann muf3 man die in diesem Medium mit dem
Brechungsquotienten n entstehende neue Lichtwellen-
lange berlicksichtigen. Es wird dann

! A
sin oy = TS

Zur einwandfreien Erkennung der Gitterstruktur darf
daher der Offnungswinkel des Objektivs, d.h. der
halbe Winkel, unter dem das Objektiv vom Gegenstand
aus erscheint, nicht kleiner sein als der Beugungs-
winkel «y. Dadurch ist der mit einem Mikroskop gerade
noch auflésbare Abstand zweier Objektpunkte gegeben
durch

A wird nach Abbé die numerische Apertur des Objek-
tivs genannt. Das Auflésungsvermégen U eines Mikro-
skops ist der reziproke Wert von s, also:

>3

U=

Die Bilder 36, 38, 39, 40 zeigen die Auswirkungen auf
das sekundére Bild, wenn das primére Bild gestért
wird. Die Stérung wird durch eine Beugungsordnungs-
blende hervorgerufen, mit der man verschiedene Ord-
nungen ausblenden kann.
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O 6 @ 6 @)
O O

0.0rdnung

Bild 36

in Bild 36 wird nur die nullte Ordnung von der Blende
durchgelassen und die anderen ausgeblendet. Das ent-
spricht der Abbildung der Lichtquelie ohne Gitter, da
das Beugungsspektrum ja nicht mehr zur Entstehung
des sekundaren Bildes beitragen kann. Die Folge ist,
daB man nur eine gleichmaBig beleuchtete Flache ohne
jegliche Gitterstruktur sieht.

0+1. Ordnung

Bild 38

Erst die Hinzunahme der ersten beiden Ordnungen er-
gibt eine identische Abbildung des Gitters, wie der
Vergleich der Bilder 37 und 38 zeigt.

a0
shlslle

1. Ordnung

Bild 39

2. Ordnung

Bild 40

Eindrucksvoll wird der Versuch nach Bild 39 und 40,
wenn nur die ersten beiden Ordnungen durchgelassen
werden. Es erscheint zwar jetzt auch ein sekundéres
Bild mit einer Gitterstruktur, jedoch ist diese nicht
mehr identisch mit dem Objekt. Durch den Eingriff in
das primére Bild entsteht ein Abbild eines Gitters mit
groBerer Strichzahl, obwoh! ein solches gar nicht vor-
handen ist.

Diese Versuchsergebnisse zeigen, wie wichtig die
Uberlegungen von Abbé fir den Mikroskopbau sind.
Zusammenfassend kann man folgendes sagen:
Objekte gleicher Struktur kénnen verschiedene sekun-
dére Bilder liefern,wenn ihr priméres Bild auf irgend-
eine Weise im Mikroskop ungleich gemacht wird. Des-
gleichen kénnen verschiedene Strukturen das gleiche
sekundéare Bild liefern, wenn die Verschiedenheit der
zugehérigen priméren Bilder im Mikroskop kinstlich
beseitigt wird. (Exakte mathematische Formulierungen
der Abbéschen Theorie siehe “Principles of Optics”
Born and Wolf, Third Revised Edition, Pergamon Press
Frankfurt, Seite 418.)

Versuchsaufbau:

@ Zentrieraufnahmeplatten

E_ro e |
|—rLr ] :

/
Stange 300({2x}
06 1211

Dreifufl 02 4320

Bild 41

Der Hilfsaufbau wird nach Bild 41 vorgenommen und
in einen DreifuB*) gesetzt. Eine Aufnahmeplatte P! mit
eingefligter Lochblende 1.0 wird auf das dem Laser
zugewandte Ende des Hilfsaufbaus geschoben. Diesen
justiert man nun derart, daBB der Strahl durch die
Blende geht. So werden die in Bild 36, 38, 39, 40 ge-
zeigten Stellungen der Beugungsordnungsblende im
primaren Bild mit Hilfe der Zentrieraufnahmeplatten
ermoglicht.

*) Bei Verwendung einer Dreikantschiene in einen Stativreiter
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Beugungsordnungs -
blende

Strichgitter ¢ 150 20,30 Schirm
! 4 -
H [
1 1
! !
T . St [ o -
! |
I
| ! [ L
1 |
LﬁNHS - ~220
Pl Pl ZpPl Zpt
Hllfsc\:fbcu
Bild 42

Nach der lustierung setzt man den Versuchsaufbau
nach Bild 42 zusammen. Die verschiedenen Stellungen
der Beugungsordnungsblende erreicht man durch ver-
tikales Verschieben der Zentrieraufnahmeplatte mit der
oberen Randelschraube.

12

Lloydscher Spiegelversuch

Damit Licht interferieren kann, missen kohérente Licht-
bundel Uberlagert werden. Die Erzeugung einer koh&-
renten Lichtquelle aus einer priméren 4Bt sich nach
Lloyd (1839) mit einem einzelnen Spiegel (Glasscheibe)

realisieren:
S
P1

, Py
/ P3..

—
—
—

Pn

KW N WL T O e WY |
- — S
—
SR P

.

L
)
¢ M
e

U

Bild 43

Von einer reellen Lichtquelle L (Laserfokus) fallt ein
Teil des ausgestrahiten Bindels nahezu streifend auf
einen Spiege! Sp. Es wird eine zweite virtuelle koha-
rente Lichtquelle L' erzeugt, so daf3 auf dem Schirm S
Interferenzen zwischen dem reflektierten und dem
direkten Licht entstehen.

16

In P; wird Dunkelheit herrschen, wenn der Gangunter-
schied der Strahlen L'P;-LP; = L'A = 12‘— ist. Dies trifft

natirlich auch fur die Punkte Pa; Py; ... P, zu. Es ent-
steht auf dem Schirm S ein System dunkler Streifen,
wie Bild 44 zeigt.

Bild 44

Bezeichnet man die Strecken Py P,; P.P,; PP ...
Pn-1P, mit A, dann kann man wegen der Ahnlichkeit
der Dreiecke L'AL und MHP; schreiben:

A:E=%:a

Voraussetzung bei dieser Betrachtung ist, daB « hin-
reichend klein gewahlt wird. Nur dann stimmen die
beiden Dreiecke in allen Winkeln ungefahr Gberein.
Aus der obigen Beziehung 148t sich die Wellenlange
berechnen:

Versuchsaufbau:

f 20 Glasscheibe Schirm

—

| B S S |

CSON N R

ZPl Plattenhalter
Bild 45

Eine Glasscheibe wird in dem Plattenhalter aufgenom-
men und in einem Dreifu3*) so aufgestellt, daB etwa
die Halfte des Lichtblndels fast streifend reflektiert
wird. Auf dem Schirm wird dann durch Drehen der Glas-
platte direktes und reflektiertes Licht zur Deckung ge-
bracht, und es entstehen sofort Interferenzstreifen. Die
Glasplatte muB3 méglichst nahe an die Linse f =20 mm
gebracht werden.

*) Bei Verwendung einer Dreikantschiene in einem Stativreiter

Spindler & Heuer - Arbeitsunterlagen



	Lit-LaserA.pdf
	Acr43C3.tmp

	Text1:  
	Text2: 


